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1. Die L,-Raume

Geht man von der natiirlichen Definition eines Skalarproduktes zweier Funktionen [ fg
aus, so kommt man auf die L,-Rdume, welche in gewisser Weise die ,,besten® Funk-
tionenrdume bilden. Die Grundlage dafiir bildet die Ma8- und Integrationstheorie. Da-
her werden in diesem Abschnitt nach einer kurzen Wiederholung der Mafitheorie die
wichtigsten Sétze der Integrationstheorie formuliert und — der Vollstéindigkeit halber
— zum groflen Teil auch bewiesen. Dabei wird gleich das Bochner-Integral betrachtet,
welches Banachraum-wertige Funktionen behandelt. Die wichtigsten Eigenschaften der
L,-Réume werden in Teil ¢) formuliert. Die L,-Raume erlauben spéter eine natiirlichere
und allgemeinere Formulierung des Spektralsatzes als in Teil I der Vorlesung, sind aber
auch die Basisrdume fiir partielle Differentialgleichungen.

a) Wiederholung aus der Integrationstheorie

Im folgenden werden einige Begriffe aus der Maf3- und Integrationstheorie kurz wie-
derholt.

Zu einer Menge X sei 2% die Potenzmenge von X. Ein System A C 2% heiit eine
o-Algebra, falls

(i) D e A,
(i) X\ Ae Afalls A€ A,

(iii) U,enyAn € Afalls A, € A (n €N).
In diesem Fall heifit (X, .A) ein Messraum.

1.1 Definition. Sei (X,.A) Messraum.
a) Ein (positives) Maf} u ist eine Abbildung u : A — [0, oo] mit u(f) = 0 und

u( U An> = ip(An) falls (A,), disjunkt.
n=1

neN

In diesem Fall heifit (X, A, 1) MaBraum.

b) Ein vektorwertiges Ma8l p ist eine Abbildung u : A — B, wobei B ein Banach-
raum ist und

,u( U An) = iu(An) falls (A,,), disjunkt.
n=1

neN

1



2 1. Die L,-Riume

Dabei konvergiert die rechte Seite in der Normtopologie von B. (Zum Teil werden
auch schwache Topologien betrachtet, siehe spiater PV-Mafle.)

i heif3t

e signiertes Maf, falls B = R,

e komplexes Maf, falls B = C.

Auf [—00, 0o] wird durch

{(a,b) :a < b} U{[—00,b) : b e R} U{(a,o0] : a € R}
eine Umgebungsbasis und damit eine Topologie definiert. Zu einem topologischen
Raum (Y, 7) sei B(Y) := o(7) die von 7 erzeugte o-Algebra. B(Y) heifit Borel-o-

Algebra. Falls nichts anderes erwdhnt wird, wird zu Y = R, Y = [—00, 00| ete. stets
die Borel-o-Algebra gewihlt.

Eine Funktion f: (X,.A) — (Y, B) zwischen zwei Messrdumen heifit messbar, falls
f1(B) c A

Falls B = o(7), d.h. die Borel-o-Algebra ist, so ist f genau dann messbar, wenn

FH(r) C A gilt.

Es folgen noch einige Wiederholungen aus der Mafitheorie.

1.2 Definition und Satz. Sei (X, A, u) ein Mafraum. Dann ist
A={AcX:3BeANCX,NeA:A=BUN, NCN, u(N)=0}

eine o-Algebra. Die Abbildung ji(A) = pu(B) ist wohldefiniert und ein Mafs. Der
Mafraum (X, A, t) heifit die Vervollstindigung von (X, A, i).

1.3 Definition und Satz. a) Seien p und v Mafle auf A. Dann heifst u absolutstetig
bzgl. v, in Zeichen p < v, falls gilt

VAcA: (V(A)ZO:M(A)Z()).

b) Seien (X1, Ay, pu1) und (Xo, As, pio) Mafirdume. Dann ezistiert genau ein Maf$ p
auf der Produkt-o-Algebra Ay @ Ay mit

(A1 X Az) = i (A1) - pa(A2) (A1 € Ay, Ap € Ay).

Das Mafl p =: 3 ® po heifst das Produktmafl von py und .
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1. Die L,-Rdiume 3

1.4 Definition und Satz. Sei (X, A, u) ein Mafiraum, (X', A") ein Messraum und
f: X — X' messbar. Dann ist durch

Ao p(fH(A) (A e )

ein Mafi auf A" definiert, das Bildmaf$ von p unter f. Bezeichnung o f=% oder
f(w).

Die obigen Aussagen werden hier nicht bewiesen, Beweise finden sich in der Literatur
der MaBtheorie, z. B. im Buch von H. Bauer [2].

1.5 Definition. Seien (X, A) und (X', A") Messrdume. Eine Abbildung s: X — X’
heifit Stufenfunktion (oder Treppenfunktion oder elementar), falls s A-A"-messbar
ist und s(X) endlich ist.

1.6 Definition. Sei (X, A, u) Mafiraum, s: X — [0, oo] Stufenfunktion. Schreibe
s(z) =Y aixa, ()
i=1

mit a; € [0,00] und A; € A. Dann heift

n

[ s = >l )

das Integral von s bzgl. p.

1.7 Satz. Sei (X, A, n) Mafraum, f: X — [0,00] eine Abbildung. Dann sind dqui-
valent:

(i) f ist messbar.

(i1) Es existiert eine Folge (S,)nen von Stufenfunktionen mit s,: X — [0,00), 1 <
So < ... und s,(x) = f(z) (n— o) fir allex € X.

Falls f beschrinkt ist, ist die Konvergenz in (i) gleichmdfig.

Beweis. (ii)= (i). Der punktweise Limes messbarer Funktionen ist messbar.
(i) = (ii). Zut € [0,00) und n € N wahle k = k,(t) € N mit
k-27"<t<(k+1)-27"

Setze

ko(t)-27™, fallst € |0,n),
ult) = 20 -
n, falls t € [n, oo.
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4 1. Die L,-Riume

Dann ist ¢, : [0, 00] — [0, 00) Stufenfunktion mit p; < @9 < ..., @,(t) € (t—27",1]
fir t <nund ¢,(t) /At (t €[0,00]).

Setze s, := p, o f. Dann ist s,: X — [0, 00) messbar, s,(X) endlich und s,(x)
f(z) (x € X). Fir f(x) <n gilt |s,(xz) — f(z)| < 27™. Insbesondere ist die Kon-
vergenz gleichméBig, falls f beschréankt ist. O

1.8 Definition (Lebesgue-Integral). Sei (X, A, p) Mafiraum, f: X — [0, co] messbar.
Definiere

/fdu = sup { /sd,u | s: X — [0,00) Stufenfunktion, s < f} € [0, o0].

Af@ﬁi/ﬂxMu

1.9 Satz (von Lebesgue, monotone Konvergenz). Sei (X, A, u) Mafraum, f: X —
[0,00] messbar, und f,: X — [0,00] messbar (n € N) mit f; < fo < ... und
fo(x) = f(x) (n— o0) fir alle x € X. Dann gilt

Zu A € A definiert man

/fndﬂ—>/fd,u (n — o0).

Insbesondere gilt fiir jede Folge von Stufenfunktionen aus Satz 1.7 (i1)
/fdu: lim /sndu.
n—oo

Beweis. Wegen [ fodp < [ foy1dp existiert ein o € [0,00] mit [ fodp — a (0 —
o). Wegen [ fodu < [ fdu folgt

o< [ fan (1)
Sei s Stufenfunktion mit 0 < s < f und sei ¢ € (0,1). Definiere fiir n € N die Menge
E, ={x e X : fu(x) >cs(x)} € A.

Dann ist £y C Ey C ... und X = J,, oy £y. [Denn sei f(x) > 0. Dann ist cs(x) <
f(z) wegen ¢ < 1. Wegen f,(z) — f(x) existiert ein n € N mit f,(z) > cs(z).]

Es gilt
/h@z h@zo/sw (n € N)
En En
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1. Die L,-Rdiume 5

Fiir n — oo gilt [, sdpu — [y sdp. Damit folgt
c/sdu < lim f,dp = a.
n—oo
Da ¢ € (0,1) beliebig war, folgt
/sd,u <a. (2)
Aus (1) und (2) folgt [ fdu = a. O

1.10 Satz. Sei (X, A, u) Mafsraum, f,: X — [0,00] messbar (n € N). Dann ist

/gnwzg/nw

Beweis. Fiir Stufenfunktionen und dann (monotone Konvergenz) fiir messbare Funk-

tionen gilt
/(fl + fo)dp = /fldu—i-/fgd,u.

Die Folge gy := ij:l [n konvergiert monoton gegen f := 3 >, f,. Damit gilt

N o)

]

1.11 Satz (Lemma von Fatou). Sei (X, A, n) Mafraum, f,: X — [0, 00] messbar
(n € N). Dann gilt

/(hm inf f,)dp < hm mf/fndp

Beweis. Sei g := inf;>; f;. Dann ist g, < fi  (k € N), damit

[odus [ ndn Few 3)

Esgilt g1 < g2 < ... und gg(z) — liminf, - f,(x) fiir alle z € X. Damit (monotone
Konvergenz)

/ eyt — / (iminf £,)dp (k= o0)
Wegen (3) gilt
lim [ grdp < lim inf/fkdu.
k—o0 k
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6 1. Die L,-Riume

1.12 Lemma. Sei (X, A, u) ein Mafraum, f,g: X — [0, 00| messbar. Dann ist

‘/fd“ /gdﬂ\ S/If—gld;L

Beweis. Das folgt durch direktes Nachrechnen fiir Stufenfunktionen und dann durch
Grenziibergang fiir alle messbaren Funktionen. O]

1.13 Bemerkung. Sei f: X — [0, 00] messbar mit f = 0 p-fast iiberall. Dann ist
[ fdu = 0.
Dies sieht man folgendermafien: Sei N := {x € X : f(z) # 0}. Dann ist

/fdu—/Nfdqu/X\N{B/du—/Nfdu.

Sei (sy,)n eine Folge von Stufenfunktionen mit s, 7 f, s, = >, carxa,, mit ¢, €
[0, 00]. Es gilt

/ Spdp = Z Crkft(Apg N N) = 0.
N

k
Somit folgt [ fdu = 0.

Dies zeigt, dass eine Anderung der Funktionen auf einer Nullmenge das Integral
nicht verandert.

1.14 Satz (majorisierte Konvergenz). Sei (X, A, u) Mafraum, f,, f,g: X — [0, o]
messbar (n € N). Es gelte f, < g p-fast tiberall und f < g p-fast iberall mit
[ gdp < 00 und f, — f p-fast iberall. Dann gilt

152 sldn 0 1 o0)
und damit

/fndu%/fdu (n — 00).

Beweis. Wegen f,,, f < g p-fast tiberall ist [ f,dy < oo und [ fdp < oo. Sei
gn =g — 3| fn — f]- Dann ist g messbar, 0 < g,, < g und damit

/gndué/gdu<oo-

Wegen f,, — f p-fast iiberall gilt g, — g p-fast iiberall. Wir erhalten

/gdp < liminf/gnd,u = /gd;z — —hmsup/ |fn — fldp.
n—oo n—oo
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1. Die L,-Rdiume 7

Da der letzte lim sup nichtnegativ ist, folgt

n—oo

fimsup [ 17, fldn =0
dh. [|fn— fldp — 0. O
Die beiden folgenden Sétze werden nicht bewiesen.

1.15 Satz (Transformationssatz). Sei (X, A, u) Mafraum, (X', A") Messraum, ¢: X —
X' messbar. Sei f': X' — [0, 00] messbar. Dann ist ' o p messbar und

/ (ffo@)du= [ fd(pop™).
X X/

1.16 Satz (Radon-Nikodym). Sei (X, .A) Messraum, p: A — [0, 00| ein o-endliches
Maf [d.h. es existiert eine Folge (An)nen C A mit ui(A,) < oo und |, oy An = X]
und i A — [0, 00] ein Mafi mit i < . Dann existiert ein messbares g: X — [0, 0]
mit (1 = gu, d.h.

i4) = [ gdn (4 € )

Die Funktion g heifit die Radon-Nikodym-Ableitung (oder Dichte) von i bzgl. p.

b) Das Bochner-Integral

Im folgenden sei W ein normierter Raum iiber dem Korper K (wobei wie stets
K = R oder K = C gelte), versehen mit der Borel-o-Algebra, und (X, A, ) ein
(0.E. vollstandiger) Mafraum.

1.17 Definition. Sei s = Y " | xa,a; eine Stufenfunktion mit A; € A, u(4;) < o
und a; € W (i =1,...,n). Definiere das (Bochner-)Integral

/sdu = Zu(Ai)ai ew.
i=1

Die Menge aller Stufenfunktionen s: X — W mit u(s ' ({w})) < oo fiir alle w €
W\ {0} wird als T'(u; W) bezeichnet. Eine Stufenfunktion s heifit integrierbar, falls
s € T(u; W) gilt.

1.18 Bemerkung. a) Offensichtlich ist 7'(u; W) ein linearer Vektorraum. Falls s €
T(p; W), soist |[s(-)|lw € T(u; R).

Stand: 16. 3. 2010



8 1. Die L,-Riume

b) Es gilt
H / su| < / lsllwdp (s € T(sW)).

¢) Durch ||s||rqw) := [ ||s||wdp wird eine Seminorm auf T'(y; W) definiert.

Im folgenden werden wir 6fter Folgen und Reihen von Funktionen mit endlichem
oder separablem Wertebereich betrachten. Um zu sehen, dass die Separabilitéit des
Wertebereichs erhalten bleibt, verwenden wir folgende Aussage.

1.19 Lemma. a) Sei (Y,d) ein separabler metrischer Raum und X C Y. Dann ist
(X,d|x) separabel.

b) Sei W ein Banachraum, X eine Menge, f,: X — W mit f,(X) separabel. Die
Reihe f(x) :=> " fulx) konvergiere fir alle x € X. Dann ist f(X) separabel.

Beweis. a) Sei Y = {y, : n € N}. Definiere

U={U,, =K (y,)NX:r>0, reQ,neN}
wobel K,(yo) :=={y € Y : d(y,y0) < r}. Zu jedem U,,, # 0 wihle ein z,,, € U,,.
Dann ist A := {x,, : r,n} abzéhlbar.

Sei v € X und ¢ > 0. Wahle » € Q,r < ¢ und y, mit d(z,y,) < 5. Wegen
z € Ky o(yn) ist XN, )o(yn) # 0, d.h. es existiert ein 2y € A mit g € X NK,2(yn).
Es folgt d(z,zo) < d(z,yn) + d(Yn, z0) <1 < €.

b) Sei fu(X) = {ynr : k € N} und

N
7 = {Zymkl ‘ni, k; e NJN € N}.
i=1

Dann ist Z abzdhlbar. Sei z € X. Zun € N wéhle ein k, mit || f,,(2) —yn, || < e-27™
Dann ist fiir alle N € N

<e,

N N
DAGE IS
n=1 n=1

€z

d.h. Zgzl fu(z) € Z. Da die Partialsummen gegen f(z) konvergieren, ist auch
flz) € Z.

Also gilt f(X) C Z, und nach Teil a) ist f(X) separabel. O
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1. Die L,-Rdiume 9

1.20 Satz. Sei (X,.A) Messraum, f: X — W Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) Es existiert eine Folge (f,)nen von Stufenfunktionen f,: X — W mit f,(z) —
f(z) (in W) fiir alle x € X.

(i1) f ist messbar und f(X) ist separabel.
Man kann in (i) || fo(z)]| < 2||f(x)|| (n €N,z € X) wdihlen.

Beweis. (i)= (ii) Als punktweiser Limes messbarer Funktionen ist f messbar. Wie
im Beweis von Lemma 1.19 sieht man, dass f(X) separabel ist.

(ii)=(i). Sei {w, : n € N} C f(X) dicht. Ohne Einschréankung seien alle w, ver-
schieden von 0. Setze fiir n, N € N

A= le e X 5@ 2 50 1@ - wall < 5

Dann gilt

Uy ={zex @iz 5}

neN
da {w,}, dicht ist. Sei
n—1
AY = AN\ JAY (nen)
k=1
(disjunkte Version), und fir N € Nund M =1,..., N definiere

N
gnm () = Z Xy (2)wy,.
n=1
Dann ist gy Stufenfunktion und es gilt ||gy ()] < 2||f(z)] (x € X) wegen

lgav.ar (@) || = fJwnl| < % +HIf@I <20f@) (=€ A7),

Fir N € N setze nun fy(z) := 0, falls gy p(z) =0 (M =1,...,N) und fy(x) =
gn () sonst, wobei

M :=max{k=1,...,N : gyi(x) # 0}.

Dann ist auch fy Stufenfunktion, und ||fx(2)|| < 2||f(x)|| (z € X). Aufgrund der
Definition von gy und fy gilt aulerdem fiir NV € N:

(*) Falls 2 € UY_, UY_, AM so ist fy(z) # 0 und
1
[fn(z) = fl@)]] < Y
mit MY == max{M =1,...,N:z e J\_ AM}.

Stand: 16. 3. 2010



10 1. Die L,-Rdiume

Sei nun ¢ > 0 und x € X. Falls f(z) = 0, so folgt xam(z) = O fiir alle M,n € N
und damit fy(z) = 0 fiir alle N € N. Sei also f(x) # 0. Wéhle Ny € N mit

NLO < min{[|f()||,e}. Dann existiert genau ein ny € N mit € AL, Fir N >

max{ Ny, ng} folgt = € UY_, U, AM und MY > Ny. Nach (*) erhalten wir

(@)~ F@l < 1 < Ni <e (N> max{No,no}).
0

Somit konvergiert fy(x) gegen f(x). O

1.21 Satz. Sei (X, A, p) ein Mafraum, f: X — W messbar und f(X) separabel.
Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Folge (f,)nen von Stufenfunktionen f,: X — W mit f, integrierbar,
falz) = f(z) (z € X), und

[ = fldn =0 (0> c0).

(i) [11flldp < .
Beweis. (1)=(ii). Es gilt

St < [ flaw [l < oc

mit n € N beliebig.

(ii)=(i). Wéhle eine Folge (f,), von Stufenfunktionen wie in Satz 1.20, wobei
| fn(z)]] <2]|f(z)|| (x € X). Insbesondere ist f,, integrierbar. Damit gilt

gn(x) = | fulx) = f(@)[ = 0, n =00 (z € X)

und g,(z) < 3||f(x)]| (z € X), d.h. g, — 0 punktweise, und nach dem Satz iiber
majorisierte Konvergenz folgt

/gnd,u—>0 (n — 00).

]

1.22 Lemma. Sei f messbar, f(X) separabel, [ ||f|ldp < co. Seien (fn)n und (gn)n
Folgen wie in Satz 1.21 (i). Falls W Banachraum ist, so existieren lim,, f fndu €
W und lim,,_, fgnd,u e W, und beide Limiten sind gleich.
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1. Die L,-Rdume 11

Beweis. Es gilt mit Bemerkung 1.18

H/fndu—/gnduH = H/(fn—gn)duH

<[5, = galdn
< [ (o = £+ 1f = gul)
—0 (n— o00).
Die gleiche Rechnung mit f,, fi, statt f,, g, zeigt, dass ([ fudp)nen C W eine

Cauchyfolge und damit konvergent ist. O

1.23 Definition. Sei (X, A, ) ein Mafiraum, W ein Banachraum. Dann heifit
f: X — W integrierbar, falls f messbar ist, f(X) separabel ist und [ || f|ldp < oo.

In diesem Fall heifit
/ fdp = lim / fudp,
n—oo

mit (f,,)nen wie in Satz 1.21, das Bochner-Integral von f {iber X bzgl. u. Wir setzen
Li(p; W) :={f: X — W f integrierbar }.

Eine andere Schreibweise (falls das MaB klar ist) ist £,(X;W). Setze L£1(pn) =
L1 (p; C). Wie iiblich setzt man

/Afdu = /(XA‘f)dﬂ (AeA).

1.24 Satz. Sei (X, A, p) ein Maffraum, W ein Banachraum.

a) L1(p; W) ist linearer Vektorraum, und die Abbildung L1(p; W) — W, f— [ fdu,
st linear.

b) Es gilt
H/fduH S/Hfl\du (f € L1(;W)).

Beweis. Dies folgt direkt aus den entsprechenden Aussagen fiir Stufenfunktionen.
]

1.25 Satz. Sei (X, A, pu) Mafiraum, W Banachraum.
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12 1. Die L,-Rdiume

a) (Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien f,: X — W messbar, f,(X)
separabel, f, — [ p-fast dberall. Sei g: X — [0,00] messbar mit [ gdp < oo und
| fu(@)|| < g(x) p-fast dberall fiir alle n € N, und || f(x)| < g(x) p-fast diberall.

Dann ist f, € Li(u; W), f € Li(pu; W) und

/fndu—>/fd,u in W  (n— 00).

b) Sei f: X — W messbar, fo(X) separabel, > 0" [ || fulldn < co. Dann ist f, €
Li(p; W) und 77 fulx) konvergiert in W fir p-fast alle x € X.

Die Funktion

0, sonst

N {Ziil folx),  falls > fo(x) konvergiert,

1st integrierbar, und es qilt
S [ udu= [ 3 fudn
n=1 n=1

¢c) Sei f € Lq(u; W) und A= |J A, (d.h. disjunkte Vereinigung) mit A, € A. Dann

neN

1st

Beweis. a) Genauso wie im Beweis von Satz 1.21 sieht man, dass f,, f € L1(u; W).
Wegen || f, — f|l = 0 punktweise und || f, — f|| < 2g folgt mit Satz 1.24

H/Un—f)duHW S/an—fuwdﬂﬁo.

b) Die Funktion >~ 7 | || f,|| ist eine integrierbare Majorante fir (3",_, fi)nen. Insbe-
sondereist Y | || fo(x)|| < oo fiir p-fast alle z, und somit ist >~ f,(z) konvergent
in W fiir p-fast alle x € X. Der Wertebereich des Grenzwertes ist separabel nach

Lemma 1.19. Der Rest folgt mit majorisierter Konvergenz.

c) folgt sofort aus b) mit f, := f - xa,. ]
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1. Die L,-Rdume 13

c) Die L,-Raume

1.26 Definition. Sei (X, A, 1) Mafiraum, W Banachraum.

a) Fir 1 < p < oo sei £,(p; W) die Menge aller Funktionen f : X — W mit f
messbar, f(X \ V) separabel fiir ein N € A mit u(N) =0 und [ || f]|5-dp < oo.

s i= ([ 1)

b) Der Raum L, (p; W) ist definiert als die Menge aller messbaren Funktionen f :
X — W mit f(X \ N) separabel fiir ein N € A mit u(N) = 0und || ||z (uw) < 00.
Dabei definieren wir

| fllzequwy :==inf {c € (0,00 : AN, € A, pu(N.) =0: sup |f(z)lw=c}.

€ X\ N,

Wir setzen

1.27 Bemerkung. a) Es gilt
[f 1l 2wy = inf{e € [0, 00] - u({z - |[f(2)[| > ¢}) = 0}.
b) Sei f € L (; W). Dann existiert ein N € A mit p(N) =0 und

[l ocuwy = sup [[f(2)][w-
z€X\N

Denn fiir n € N existiert eine p-Nullmenge N,, mit

1
sup [|f (@) < 1 fll ooy + =
2€X\Ny, n

Fir N :=J2, N, gilt u(N) =0 und

1
1wy < sup [If (@)l < sup ()] < 1 fllzwqum) +

zeX\N z€X\Np,

fiir alle n € N.

1.28 Satz. a) Fir alle 1 < p < oo ist L,(u; W) ein linearer Vektorraum.

b) (Héldersche Ungleichung.) Sei 1 < p,q < oo mit % +% =1 (wobei = = 0). Seien
feL,(;K) und g € L,(11;K). Dann ist f-g € L1(p; K) und

||fg||£1(u;K) < Hf”ﬁp(u;K)”9”£q(u;K)~
c) (Minkowski-Ungleichung.) Fir 1 < p < oo gilt

“f +g||£p(u;W) < “f”ﬁp(u;W) + HgHEp(u;W)'
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14 1. Die L,-Rdiume

Beweis. a) Fiir 1 < p < oo, f,g € L,(; W) und o € K ist aof € L,(p; W) und
wegen

1£ (@) + g@)I%y < 2°(ILf (@) ]y + Ng(@)Iy)

ist auch f+g € L,(p; W). Man beachte, dass der Wertebereich von f + ¢ (nach
Anderung auf einer Nullmenge) nach Lemma 1.19 separabel ist.

b) (i) Sei 1 < p < co. Wir verwenden die elementare Ungleichung
QBT <ra+(1—1)3

(Beweis durch logarithmieren). Setze r = i (dh.1—r= ) und

@P g @)

T T9ll% ey

Wir erhalten

f@)]  lg(=)] L @pP 1 @)
Iz Nollcgury — 2 I ey @ N9lE Gz

Integriere iiber X:

JUfPdp 1 [ lgldp > |

P Iz e € 90z, ux

/‘fgldﬂ < Hf”llp(u;K)HQHLq(u;K) ) (

Da der letzte Ausdruck in Klammern 1 ist, folgt die Behauptung.
(ii) Sei nun p = 1 und ¢ = oo. Fiir alle p-Nullmengen N gilt

[sslau= [ isgldu< sup (51 [ loldu= sup |£@)]- lgle,gu
X X\N 2€X\N X\N 2€X\N
Nach Definition der Norm in L., (u; K) folgt

1fgll ey umy < 11l 2o 191 21 i) -

¢) Fiir p=1 und ¢ = oo ist die Aussage trivial. Sei also 1 < p < co. Dann gilt

15+ 91 oy = [ 17+ sl
< [0+ gl [ gl 17+ gl

< WS leyuarr - |1 + gl

. p_l
Lq (1K) - HgHﬁp(H;W) HHf—i_gHW Eq(u;K)'
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1. Die L,-Rdume 15

Dabei wurde beim letzten Ungleichheitszeichen die Holdersche Ungleichung ange-
wendet auf die Funktion [|f(-)||: X — [0,00) bzw. ||g(:)]|: X — [0,00). Verwende

nun
1/q (r—1)/p
= ([ sl am) ™ = ([ 15+ sltyan)

p—
— 1+ gl

1+ gl
Lq(m;K

und erhalte

1 + 912 oy < (I e + 1y ) < 1F + 912y

was zu zeigen war. O

Mit dem bisher Bewiesenen wissen wir schon, dass ||-||z,(uw) eine Seminorm ist. Nun
soll es um die Vollstandigkeit der £,-Réume gehen. Dabei heifit ein Raum (E, || - ||)
mit einer Seminorm || - || wie iiblich vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge konvergent
ist. (Der Limes ist allerdings im Gegensatz zu normierten Raumen nicht eindeutig.)
1.29 Lemma. Sei (E, | -||) ein Raum mit Seminorm. Dann sind dquivalent:

(1) E ist vollstindig.

(ii) Jede absolut konvergente Reihe konvergiert, d.h. fir (z,)nen mity . ||| < 0o
eistiert ein x € E mit | S0z, — x| =0 (N — c0).

Beweis. (i)= (ii). Das ist klar, da (32, #,) yen Cauchyfolge ist.
(ii)=(i). Sei (x,), eine Cauchyfolge. Dann existiert eine Teilfolge (x,, )ren mit
HxnkJrl - xnk” S 27}6 (k S N)

Setze Yy, := Tn,,, — Tn,. Dann ist Y .~ ||yx]| < oo. Nach Voraussetzung existiert ein
y € F mit

K
lv =" w0 = Iy = @aiers =zl =0 (56 = 0).
k=1

Somit gilt ., =y +x, (K — oo) und damit x,, = y + z,, fiir n — oo. O

1.30 Satz. Firl <p < oo ist L,(u; W) vollstindig.

Beweis. a) Sei 1 < p < oo. Wir zeigen die Aussage von Lemma 1.29 (ii). Sei

(fr)nen C Lp(ps W) mit a := 3 7 || fullz,uwy < 00. Setze g(x) := 3 07, [ fu(@)[lw €
[0, 00] und gy, () :== >3 _; || fe(z)|lw fiir € X. Dann ist g,, € £,(p; R) und

||g”||£p(M%R) < Z an”Lp(u;W) <a <.
k=1
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16 1. Die L,-Rdiume

Nach dem Satz tiber monotone Konvergenz folgt g € £,(1; R) und

/\g\pdu— lim /lgn\pdu <a.

Insbesondere ist u(N) = 0 fir N := g '({o0}) = {r € X : g(x) = oo}. Fiir
g =g -xx\w gilt: ¢+ X — [0,00) ist messbar und

ann Jlw (x€X\N).

Da W vollsténdig ist, existiert > >, fn(z) =: f(z) fir x € X \ N. Setzt man noch
f(z) ;=0 fiir x € N, so ist f messbar.

Wegen || f(z)|lw < g(z) (z € X)gilt [|f||Pdu < oo und damit f € L,(p; W). Fiir
by o= || > e, flly gilt h, — 0 p-fast @iberall und

0<hy< (S Ifillw) < € £i(u).
k=n

Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt somit [ h,dp — 0, d.h.

(ISl 0 020

Damit konvergiert die Reihe Y o | fi in £,(u; W) gegen f.

b) Sei nun p = oo, und (fy)nen C Loo(; W) eine Cauchyfolge. Zu n,m € N wihle
eine p-Nullmenge N, ,,, € A mit

[fr = Fill sy = sup |lfu(@) = fonl2) |-

xEX\Nn,m

Sei N :=J Ny € A. Dann ist u(N) = 0 und

n,meN

| fr — meEoo(u;W) sup ||fu(z) = fo(2)[|w = || fn — fm”éoo(X\N;W)‘

zeX\N
Da ¢>°(X \ N; W) vollstéandig ist, existiert ein g € (X \ N; W) mit
| fo = glleex\wvawy = 0 (n — o00).

Setze

0, sonst.

) = {g(x), falls z € X \ N,

Dann ist f messbar als Limes messbarer Funktionen, und es gilt
1 = flleceumw) < sup 1fa(@) = f(@)lw = [[fn = glle=cxrngwy = 0
S

fiir n — oo. O]
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1. Die L,-Rdume 17

Jetzt machen wir noch in der iiblichen Weise aus der Seminorm eine Norm. Dazu
verwenden wir das folgende Lemma.

1.31 Lemma. Sei (E,|| - ||s) ein Raum mit Seminorm.
a) N :={z € E : ||z||s = 0} ist ein Untervektorraum.
b) Durch ||[z]|| := ||z||s wird eine Norm auf dem Quotientenraum E/N definiert.

c) Falls E vollstindig ist, so ist E/N ein Banachraum.

Beweis. Teil a) ist trivial.
b) Zunéchst ist ||[z]|| wohldefiniert, denn seien y;,ys € [z]. Dann ist
1y1lls = llye + (51 = w2)lls < llgalls + [l = valls = llv2ls-
=0
Durch Vertauschen von y; und y, erhalten wir somit ||y1||s = ||yz||s-

Die Homogenitét und die Dreiecksungleichung folgen aus der Seminorm-Eigenschaft.
Es gilt auBlerdem ||[z]|| = 0 genau dann, wenn x € N. Dies ist dquivalent zu [z] = 0

in £/N.

¢) ([x]n)nen ist genau dann Cauchyfolge in E/N, wenn ||[z], — [z]| — O fir n,m —
oo. Nach Definition der Norm auf E//N ist dies dquivalent dazu, dass ||z, — @ ||s — 0
fir n,m — oo, d.h. dass (z,), eine Cauchyfolge in FE ist. O

1.32 Definition. Sei (X, A, i) ein Mafiraum und W ein Banachraum. Definiere
N={f: X—>W|f=0 u— fast iiberall}.
Fir 1 <p < oo ist
Ly(u; W) := Lyp(; W) /N

der Quotientenraum. Falls das Ma8 klar ist, schreiben wir auch L, (X; W). Wir setzen
wieder L,(p) := L,(u;C). Fiir X C R™ wéhlen wir (falls nichts anderes vereinbart
ist) fiir p das Lebesgue-MaB, welches wir mit A\ bezeichnen.

1.33 Bemerkung. a) Es gilt f € N <= ||f||z,(uw) = 0.
b) Nach Satz 1.28 und Lemma 1.29 ist L,(p; W) ein Banachraum.
c¢) Alle Aussagen tiber £,(u; W) gelten in analoger Weise auch in Ly, (p; W).

d) Eine ,Funktion“ f in L,(u; W) ist eine Aquivalenzklasse. Es gibt insbesondere
keinen Sinn, den Wert f(z) fiir ein festes € x zu betrachten (es sei denn, es wére

p({z}) > 0).
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18 1. Die L,-Rdiume

e) Sei X # () eine Menge und

00, sonst .

card A, falls A endlich,
u(A) = {

Das Mafl u heit das ZihlmaB auf X, welches auf der ganzen Potenzmenge 2%
definiert ist. Es gilt in diesem Fall

Ly(ps W) = Ly(; W) = 7(X; W).

Der folgende Satz wird von Bedeutung sein, wenn man partielle Differentialglei-
chungen betrachtet, bei denen die Funktionen L,-Funktionen auf offenen Gebieten
sind. Wie oben vereinbart, bezeichnet A das Lebesgue-Mafl im R™. Es sei B(R"™) die
o-Algebra der Borelmengen.

1.34 Satz (von Lusin). Sei Q@ C R"™ offen mit \(Q2) < oo und f: Q@ — C messbar.
Zu e > 0 existiert eine kompakte Menge K C Q mit A\(Q\ K) < ¢, so dass f|x stetig
15t.

Beweis. O.E. sei f: R* — R. Wéhle zu festem ¢ € N Mengen B;; C R (j € N) mit
(Bi;); disjunkt, B;; messbar, |, .y B;; = R und

JEN

1
diam(B;;) := sup |s—t| < —.
S,tGBij 2

Setze
Aij =0nN f_l(Bij) S B(Rn)

Dann ist | J ien Aij = 2. Wir verwenden die Regularitdt des Lebesgue-Mafes:
AA) =sup{\(K) : K C A, K kompakt}.
Somit konnen wir kompakte Mengen K,; C A;; wihlen mit A\(A;; \ K;;) < e-270+9),
Dann ist -
jEN jEN
Somit existiert ein N(i) € N mit

N(z)

A(2 UKU> < 23

Definiere D; := U;.V(? K;;. Dann ist D; kompakt.
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1. Die L,-Rdume 19

Wihle nun fiir alle 4, j ein b;; € B;; und definiere

giiDi—)R, gl(I) = bij fﬁl‘l’eKi]‘ (jzl,,N(Z))
Da die Mengen Kj;; disjunkt und kompakt sind, haben sie einen positiven Abstand,
d.h. g; ist stetig.

Es gilt
1

(@) —gi(@)l < - (z € D). (4)

Setzt man schliefllich K := (2, D;, so ist K kompakt, und es gilt
AQ\VE) <> MNQ\ D)) <.
i=1

Andererseits konvergiert wegen (4) die Folge (g;); gleichméfig auf K gegen f. Damit
ist f|x stetig. ]

1.35 Satz. Sei Q2 C R” offen, 1 < p < oo. Dann ist die Menge
C.(Q) :={p € C(Q) : supp ¢ kompakt }
dicht in L,(2).

Beweis. O.E. sei f > 0 (sonst verwende man eine Zerlegung). Sei ¢ > 0. Dann
existiert eine Folge (s,)nen von Stufenfunktionen mit s, , f punktweise. Wegen
0< st < fPists, € L,(2). Wegen (f—s,)? < fP folgt mit majorisierter Konvergenz
$p — fin Ly(€2). Wahle ein ng € N mit

Do M

1f = snollz, ) <

Wegen s,,, € L,(2) ist supp s,,, C € kompakt. Nach dem Satz von Lusin (Satz 1.34)
gibt es ein ¢ € C.(Q) mit |p(z)] < [|Sn, ]l und

Mz € Q@) # sup(@)) < (=)

4”3no||oo

Damit folgt

||Sn0 - QOHiP(Q) = |3n0 - 90|pdx
ON{z:p(2)#5ng (2)}
< [sng — ¢l Az = () # sno(2)})

< 28|80 |1% A({ = () # Spo()})

<(3)

Damit ist ||f — ¢[/z,@) <e. O
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2. Banachalgebren

Dieser Abschnitt verwendet einen abstrakteren Zugang zum Spektrum eines beschréink-
ten Operators und zum Spektralsatz. Dabei gehen wir vom Begriff der Banachalgebra
und speziell der C*-Algebra aus. Die wichtigsten Beispiele von Banachalgebren sind
die Menge der beschréankten linearen Operatoren in einem Hilbertraum und der Raum
C(T') der stetigen Funktionen auf einem kompakten Hausdorff-Raum T'. Der wichtige
Darstellungssatz von Gelfand-Naimark sagt, dass jede C*-Algebra isometrisch isomorph
ist zu einem C(T). Dies ermdglicht einen Beweis des Funktionalkalkiils fiir beschrinkte
normale Operatoren. Dariiberhinaus ermoglicht die Gelfand-Theorie Querverbindun-
gen zu anderen Bereichen der Mathematik wie z.B. die abstrakte Fourier-Analysis und
die kommutative Algebra.

a) Der Satz von Stone-Weierstraf3

Im folgenden sei T ein kompakter Hausdorff-Raum. Ein Untervektorraum A C C(7T)
heifit Algebra, falls f-g € A (f,g € A). Eine Teilmenge B C C(T') heiit Verband,
falls fiir alle f,g € B gilt: f A g:=min{f,g} € Bund fV g:=max{f, g} € B.

2.1 Lemma. Sei B C C(T;R) eine abgeschlossene Unteralgebra mit 1 € B. Dann
ist B ein Verband.

Beweis. Wir zeigen
feB=|fl€B.

Denn dann ist B ein Verband wegen f Vg = 3|f —g|+ 3(f +g) und f A g =
—((=f) v (=9)).

Sei 0.E. || f]loo < 1. Nach dem Satz von Weierstraf} existiert eine Folge (p,)nen von
Polynomen auf [—1, 1] mit

Ipn(2) — 2] log-1,0) = 0 (n — 00).
Damit gilt ||p,(f) = |f| [locrmy = 0 (n — 00), d.h. |f| = lim, 00 pu(f) in C(T;R).

Da B eine Algebra ist und 1 € B gilt, folgt p,(f) € B. Weil B abgeschlossen ist,
folgt |f| € B. O

2.2 Satz (von Kakutani-Krein). Sei B C C(T;R) ein abgeschlossener Unterraum
und ein Verband mit 1 € B. Falls B die Punkte von T trennt (d.h. zu t; # to
existiert ein f € B mit f(t1) # f(t2)), so gilt B = C(T;R).

20



2. Banachalgebren 21

Beweis. Sei h € C(T;R) und € > 0.
(i) Wir zeigen:
VteT3fieB: fi(t)y=nh{)und h < f; +e. (5)

Dazu wihlen wir zu ¢, s € T eine Funktion fy € B mit fq(t) = h(t) und fyu(s) =
h(s). Eine solche Funktion existiert, denn nach Voraussetzung gibt es ein fst €eB
mit f;t(t) + jzt(s). Die Funktion f,; entsteht aus fst durch Skalierung und Addition
einer Konstanten (beachte, dass 1 € B).

Zu s € T existiert eine offene Umgebung Us C T von s mit
fse(T)+e>h(r) (1 €Us).

Da T kompakt ist, existiert eine endliche Uberdeckung

Setze nun f; := fs:V -+ V f5.+. Dann gilt fi(t) = h(t) und
filt)+e>h(r) (rel).

Damit ist die Funktion f; gefunden, welche (5) erfiillt.

(ii) Zu t € T wihle f; wie in (i). Da h — f; stetig ist, existiert eine offene Umgebung
V. C T von t mit
h(1) > fi(r) —e (T €V)).

Wiihle eine endliche Teiliiberdeckung 7' = |J* |, V4, und setze f := fy, A---Af;, € B.
Nach Konstruktion der f; gilt

f(ry+e>h(r) (reT),
nach Definition von V; gilt aber auch
h(r) > f(r)+e (re€T).

Somit gilt ||f — hl|e < &, d.h. B ist dicht in C(T,R). Da aber B abgeschlossen ist,
folgt B = C(T;R). O

Nun konnen wir den Satz von Stone-Weierstrafl im reellen und im komplexen Fall
formulieren und beweisen.

2.3 Satz (von Stone-Weierstrafl). Sei A C C(T;K) eine abgeschlossene Unteralge-
bra mit 1 € A, welche die Punkte von T trennt. Im Falle K = C gelte auch noch
f € A firalle f € A. Dann ist A = C(T;K).
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22 2. Banachalgebren

Beweis. Im Falle K = R folgt die Behauptung direkt aus den Sdtzen 2.1 und 2.2.
Im Falle K = C gilt Re f = 3(f 4+ f) € A und Im f € A. Damit trennen schon die
reellwertigen Funktionen in A die Punkte von 7', und es folgt ANC(T;R) = C(T;R).
Da A ein C-Vektorraum ist, folgt A = C(T'; C). O

b) Banachalgebren

2.4 Definition. Eine Banachalgebra A ist ein C-Banachraum, auf der eine bilineare,
assoziative Abbildung A x A — A, (z,y) — x -y definiert ist (die Multiplikation),
wobei

[z -yl <zl -yl (z,y € A).

Wir schreiben wieder zy := z -y. Die Banachalgebra A heifit kommutativ, falls zy =
yr (z,y € A). Ein Element e € A heifit Einheit von A, falls ze = ex =z (z € A)
und |e|| = 1.

2.5 Beispiele. a) Sei E ein C-Banachraum. Dannsind A = L(E) und A = K(F) :=
{T € L(F) : T kompakt} Banachalgebren. Dabei hat L(E) die Einheit idg, wihrend
K(FE) nur dann eine Einheit hat (némlich ebenfalls idg), falls £ endlich-dimensional
ist.

b) Sei T' ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist C(T") eine Banachalgebra mit
der konstanten Funktion 1 als Einheit.

c) Sei (X, A, u) ein Mairaum. Dann ist L. (¢; C) eine Banachalgebra mit der kon-
stanten Funktion 1 als Einheit.

2.6 Bemerkung. Die Multiplikation in einer Banachalgebra ist stetig.

2.7 Beispiel (Wiener-Algebra). Sei W der Vektorraum aller 27-periodischen Funk-
tionen von R nach C, fiir welche

1 llw = ler(f)] < oo,

kEZ

wobei
1 27 )
cx(f) = —/ f(t)e *at
2 Jo
der k-te komplexe Fourier-Koeffizient ist. Mit anderen Worten, es gilt

1 llw = [1(ce(f))rezlle@)-
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2. Banachalgebren 23

Aquivalent (und fiir manche Zwecke besser) kann eine Funktion f € W als eine
Funktion auf dem Torus T := R/Z betrachtet werden. Nach der Umkehrformel der
Fourier-Transformation gilt fiir f € W

f(t) = Z cr(f)e™,

kEZ

wobei die Reihe auf der rechten Seite gleichméfig und absolut konvergiert.

Der Vektorraum W wird mit der Norm ||-||w zu einem Banachraum, welcher vermoge
I = (cu(f))nez zum Banachraum ('(Z) isometrisch isomorph ist. In W wird die
Multiplikation zweier Funktionen punktweise erklért.

Wir zeigen nun: Fiir f,g € W ist auch f-g € W, und es gilt

1F - glw < 1w - ligliw-

Dazu betrachte
2T
i) =5 [ Fogte™
27
_ % O <Z Ck(f)eikt> ( Z Com (g)ezmt> e_mtdt

kEZ meZ

1 2T ) .
= 3 allanla)g: [ e

k,m€eZ

= Z cx(f)em(9)

k+m=n

= alfenrlg):

keZ

Man beachte, dass die Reihen absolut konvergieren. Damit ist

1fgllw = lealf9)l

neL

<3S Ikl len4l9)

neZ ker

= Jer( O leail)l

kEZ nez

=D lee( NI lealo)l

keZ neL
= [/ llw - llgllw-

Damit ist W eine Banachalgebra, die sogenannte Wiener-Algebra.
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24 2. Banachalgebren

Wir haben oben gesehen, dass (¢,,(fg))n = (cu(f))n*(ca(g))n gilt, wobei die Faltung
zweier ('-Folgen & = (x,,)nez und y = (Y )nez definiert ist durch

(1’ * y)n = Zxkyn—k'

keZ

Versehen mit der Faltung als Produkt, wird auch ¢'(Z) zu einer Banachalgebra. Die
Abbildung f — (¢, (f))nez ist ein isometrischer Isomorphismus von Banachalgebren
(d.h. auch multiplikativ).

Dieses Beispiel ist der Einstiegspunkt in die groflere Theorie der abstrakten har-
monischen Analysis. Dort wird allgemeiner (statt T) eine lokalkompakte abelsche
Gruppe betrachtet und ein kanonisches Maf§ (ndmlich das sog. Haar-Maf). Sétze
der Fourier-Theorie wie z.B. der Satz von Plancherel gelten hier ebenfalls.

2.8 Definition. Sei A eine Banachalgebra mit Einheit e.

a) Ein Element x € A heifit invertierbar in A, falls es ein y € A gibt mit zy = yz = e.
Wir schreiben 27! := y.

b) Die Resolventenmenge ist definiert durch
p(z) == pa(x) := {\ € C: 2 — Ae invertierbar in A}.
Das Spektrum von x ist definiert als o(z) := o4(z) := C\ pa(x). Die Abbildung
R:p(x) = A, A (z—Xe)™?
heilt die Resolventenabbildung.

c¢) Der Spektralradius von z ist definiert als r(x) := ing |z ||*/™.
ne

2.9 Satz. Sei A eine Banachalgebra mit Einheit e, und seien x,y € A.

a) Falls ||z —e|| < 1, so ist x invertierbar mit x=' = > (e — z)". Die Resolven-

tenmenge p(z) ist offen und die Resolventenabbildung holomorph.

b) Es gilt o(x) C{N € C: |\ < |z||}, und o(x) ist kompakt und nichtleer.
c) Es gilt v(x) = lim,_,o [|J2"||"/™ = max{|\| : X € o(z)}.

d) Es gilt o(zy) \ {0} = o(yx) \ {0}.

Beweis. Die Teile a), b) und d) lassen sich wortlich wie im Fall A = L(F) beweisen.
Zu zeigen bleibt nur c).

(i) Wir zeigen folgende Aussage: Sei (ap)neny € R mit 0 < ayp0n < apay, fir alle
n,m € N. Dann gilt (a,)"/" = a := inf,(a,)"/" (n — 00).
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2. Banachalgebren 25

Um dies zu zeigen, sei £ > 0. Wihle N € N mit (ax)"" < a + ¢ und setze b(e) :=
max{ai,...,ay}. Schreibe nun n € N in der Form n = kN +r mit 0 < r < N.
Dann gilt

()" = (ain+r) " < (alyar)"

< (a+ )Nt/ = (4 +e)(a+ )7/t

:(a—|—€)< b )l/n

(a+¢e)r

< a+ 2,

falls n hinreichend grof ist. Dies zeigt (i).

(ii) Setze in (i) nun a, := ||2"||. Dann folgt r(x) = lim,_,« ||z"|*/". Fiir |A\| > 7(z)
gilt

. s\ [l ()

timsup |[(5)"] = 1 -

e I nse A A

Damit konvergiert

P55 e
Also ist A € p(x).

(iii) Sei ro := max{|A| : A € o(x)}. Sei p € C mit |p| > 79, und f € A’. Betrachte
die Funktion F/(\) := f((Ae —x)~!). Dann ist F holomorph in {\ € C : |\| > r(z)},
da die Reihe

F) =) flamam!

absolut konvergent ist fiir [A| > r(z).

Andererseits ist F'(\) holomorph in p(x) und damit fiir alle |\| > ry. Eine Potenzreihe
konvergiert aber im grofiten offenen Kreisring, in dem sie holomorph ist. Daher
konvergiert die obige Reihe an der Stelle p (wegen |u| > ro).

Insbesondere folgt lim,, o | f(z™)u™"!] — 0. Da f € A’ beliebig war, konvergiert
die Folge (2"~ "1),en in der schwachen Topologie gegen 0. Da schwache Nullfolgen
beschrinkt sind, existiert eine Konstante C' > 0 mit ||z"p "] < C. Damit gilt

Hanl/n < (Cl,u’nJrl)l/".
Da die rechte Seite fiir n — oo gegen |u| konvergiert, folgt
— 7 n||l/n <
(@) = lim 2" < [p].

Da die Zahl p beliebig mit || > ro war, folgt r(x) < ro. Nach (ii) gilt jedoch auch
r(z) > ro und damit r(x) = ro. O
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2.10 Satz (von Gelfand-Mazur). Sei A eine Banachalgebra mit Einheit e, in der
jedes x € A\ {0} invertierbar ist. Dann ist A= C - e.

Beweis. Sei x € A. Wahle A € o(x). Dann ist Ae — x nicht invertierbar, und damit
nach Voraussetzung Ae — x = 0, d.h. x = Je. O

c) Die Gelfand-Transformation

2.11 Definition. Seien A;, A; Banachalgebren. Eine Abbildung ¢ : A; — A, heifit
ein (Banachalgebren-)Homomorphismus, falls ¢ C-linear und multiplikativ ist. Falls
Ay = C, so heifit ¢ ein Charakter.

2.12 Lemma. Sei A eine Banachalgebra und ¢ : A — C ein Charakter. Dann ist ¢
stetig mit ||¢|| < 1. Falls A eine Einheit hat, ist entweder ¢ = 0 oder es gilt p(e) =1
und damit ||| = 1.

Beweis. Angenommen es existiert ein x € A mit [|z]] < 1 und |p(z)] = 1. O.E.
sei p(x) = 1 (sonst ersetze z durch e’z mit einem geeigneten o und beachte die
C-Linearitdt von ¢).

Firy:=3 > 2" =xz(1 —2)" ! gilt y = 2 + 2y und damit

p(y) = (@) + p(x)p(y) =1+ »(y),

Widerspruch. Somit ist ||¢]| < 1.

Falls A eine Einheit e besitzt und ¢ # 0 gilt, so existiert ein x € A mit ¢(x) = 1.
Damit ist
1= p(z) = plex) = ple)p(z) = @(e).

Damit folgt [|¢|| = 1 wegen ||| = 1. O

2.13 Beispiel. Sei T' ein kompakter Hausdorff-Raum und A = C(T'). Dann ist
oi(x) :=x(t) (z € A) fiir jedes t € T ein Charakter.

2.14 Definition. Sei A eine Banachalgebra. Ein Untervektorraum I C A heifit ein
Ideal, falls xy € I und yx € I gilt fiir alle x € I und y € A. Ein Ideal I heifit echtes
Ideal, falls I # A. Ein Ideal I heifit maximal, falls I echtes Ideal ist und kein echtes
Ideal I existiert mit I C [.
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2.15 Lemma. Sei A eine Banachalgebra.
a) I ist ein Ideal, falls I ein Ideal ist.

b) Falls I ein abgeschlossenes Ideal ist, so ist A/I eine Banachalgebra (wobei die
Multiplikation durch [z] - [y] := [xy] definiert wird fiir [x],[y] € A/I). Falls A kom-
mutativ ist, so auch A/I.

Beweis. a) Seien 2 € I und (2, )neny C I mit x,, — 2. Dann ist

zy= lim z,y € I und yz € I.
~—~

n—00
el

b) Die Multiplikation ist wohldefiniert, denn seien x — x; € [ und y —y; € I. Dann
ist
zy — iy = (T — )y +a(y—y) € L.

Da I abgeschlossen ist und A ein Banachraum ist, ist auch der Quotientenraum
A/I ein Banachraum. Die algebraischen Eigenschaften der Multiplikation zeigt man
durch Nachrechnen. Es gilt fiir u,v € I

Iyl < llzy + uy + 2o+ wv || = [[(z + u)(y + )|
—_———
el
< [lz +ull - ly + ol

Damit ist ||[zy]|| < ||[=]]] - |[y]|l, und A/I eine Banachalgebra. O

2.16 Beispiele. a) Sei ¢ # 0 ein Charakter. Dann ist ker ¢ ein maximales Ide-
al, denn codimkerp = dim E/kerp = dim R(p) = 1. Da ¢ stetig ist, ist ker¢
abgeschlossen.

b) Sei E ein Banachraum. Dann ist K (F) := {T" € L(F) : T kompakt } C L(E) ein
abgeschlossenes Ideal.

c) Sei A= C([0,1]) und D C [0, 1] abgeschlossen. Dann ist

I'={f€A: flp=0}

ein abgeschlossenes Ideal.

2.17 Lemma. Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Finheit e.
a) Falls I C A ein Ideal ist, so ist auch I # A.
b) Falls I ein mazimales Ideal ist, so ist I abgeschlossen.

c) Jedes echte Ideal ist in einem mazimalen Ideal enthalten.
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d) Falls I = I C A ein Ideal ist, so besitzt A/I eine Einheit.

e) Falls I ein mazximales Ideal ist, so ist dim A/I = 1.

Beweis. a) Angenommen es existiert ein x € I mit ||z — e|| < 1. Dann existiert das
Inverse 7%, und zz~! = e € I. Damit folgt I = A im Widerspruch zur Vorausset-
zung.

Somit gilt Ki(e) :={r € X : ||z —¢| <1} C A\ I, also ist [ # A.
b) folgt aus a) und Lemma 2.15 a).

c) ist eine einfache Zornifikation (bzgl. Inklusion; man beachte, dass (Jzcp I ein
echtes Ideal ist).

d) Es gilt [e] [z] = [ex] = [z], d.h. [e] ist eine Einheit in A/I. Weiter ist

el = int e — ] < fle| = 1
Angenommen, es existiert ein zp € I mit ||e — x| < 1. Dann wére z, invertierbar,
d.h. I wiére kein echtes Ideal.

e) Sei I maximales Ideal. Nach b) ist I abgeschlossen, und nach d) und Lemma 2.15
ist A/I eine kommutative Banachalgebra mit Einheit.

Sei x € A\ I. Definiere
J:={za+b:a€ A bel}.

Dann ist J ein Ideal (Beweis durch Nachrechnen), und es gilt I C J (setze a = 0
bzw. a = e). Da I maximal ist, folgt J = A und insbesondere e € J. Also existieren
y€ Aund b e I mit zy+b=-e, d.h. [z] [y] = [e].

Wir haben gezeigt:
Vee A\I3JyeA:[z] [yl =le.

Da A/I kommutativ ist, ist jedes [x] € (A/I)\ {0} invertierbar. Nach dem Satz von
Gelfand-Mazur ist dim A/] = 1. O

Im folgenden sei A eine kommutative Banachalgebra mit Einheit e.

2.18 Definition. Definiere
Fp:={p: A= C|p#0,0 Charakter } C A".

I'4 heifit der Gelfandraum (oder das Spektrum) oder der maximale Idealraum von
A. Der Gelfandraum I'4 wird mit der Einschrénkung der schwach-*-Topologie (die
auf dem Dualraum A’ definiert ist) versehen.

Die Abbildung A — C(T'4), = — & mit 2(p) := ¢(x) heifit Gelfand-Transformation.
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Man beachte, dass die Gelfand-Transformation stetig ist.

2.19 Satz. a) ' ist ein kompakter Hausdorff-Raum.
b) I C A ist genau dann ein mazimales Ideal, wenn I = ker ¢ fiir ein o € T'4 gilt.

c¢) Es gilt o4(x) = {p(x) : ¢ € T4}. Insbesondere ist T 4 # ().

Beweis. a) Es gilt

Ta= [ {p €A :plxy) —p@)p(y) =0} N{p € A : p(e) =1}.

z,y€A

Damit ist "4 eine schwach-*-abgeschlossene Teilmenge der Einheitskugel {¢ € A’ :
loll < 1} und somit (nach dem Satz von Banach-Alaoglu) schwach-*-kompakt.

Seien @1, ps € T'4 mit p; # @o. Dann gibt es ein € A mit pi(x) # (). Sei
£ := |p1(x) — 2(x)| und sei U; := {p € La: |p(x) — @;(x)| < 5} fir j = 1,2. Dann
ist U; eine offene Umgebung von ¢; (bzgl. der schwach-*-Topologie), und UyNU; = 0.
Also ist I'4 ein Hausdorff-Raum.

b) Sei I ein maximales Ideal. Dann ist A/I = C - [e] = C nach Lemma 2.17 ¢), und
p: A= A/l, xw— [1]

ist Homomorphismus (also Charakter) mit ker p = I. Dass ker ¢ maximales ideal

ist, wissen wir aus Beispiel 2.16 a).

c) T'a # 0 gilt nach Lemma 2.17 ¢). Sei A € p(z). Dann ist Ae — x invertierbar, also
sind alle p(Ae) — () = A — () in C invertierbar, d.h. verschieden von 0. Also gilt

A # p(z) fir ¢ € Ty.

Falls A € o(x), so ist J := {(Ae — z)a : a € A} ein echtes Ideal. Nach Lemma
2.17 ¢) existiert ein maximales Ideal J D J. Nach Teil b) existiert ein ¢ € I'y mit
J = ker ¢, d.h. (e —z)a € kerp  (a € A). Insbesondere folgt Ae — x € ker ¢ und
damit 0 = p(Ae —x) = X — p(x). O

2.20 Satz (Gelfandscher Darstellungssatz). a) Die Gelfand-Transformation A —
C(Ts), x — z, ist ein wohldefinierter stetiger Algebrenhomomorphismus mit é = 1
(konstante Funktion 1). Es gilt ||Z||c = r(z) < ||z

b) Es gilt o(x) = o(2) fir x € A.

Beweis. a) Bis auf die letzte Gleichheit ist schon alles klar. Es gilt
r(z) = max{[Al : A € o(z)} = max{[p(z)] : ¢ € Ta} = [[#]l
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Dabei wurde beim ersten Gleichheitszeichen Satz 2.9 verwendet, beim zweiten Gleich-
heitszeichen Satz 2.19. Ebenfalls nach Satz 2.9 gilt r(z) < ||z]|.

b) Es gilt
o) ={p(x):pels}=2T4s)={AeC: Jpels:2(p) —A=0}=0(2).

O

Nun folgt ein ldngeres Beispiel, in dem der Gelfandraum von A = C(T') bestimmt
wird. Nach dem Gelfandschen Darstellungssatz ist die Gelfand-Transformation A —
C(T"4) ein Algebrenhomomorphismus. Wir werden nun sehen, dass im Fall A = C(T)
dies sogar ein Isomorphismus ist, was bereits den spéteren Satz von Gelfand-Naimark
vorbereitet.

2.21 Beispiel. Sei T ein kompakter Hausdorff-Raum und A = C(T').

(i) Nach Beispiel 2.13 ist ¢ : A — C, ¢(z) := x(¢) fiir t € T ein Charakter, d.h.
o €l'a.

(i) Sei umgekehrt ¢ € I'y. Wir wollen zeigen, dass ¢ = ¢, fiir ein t € T ist, was in
mehreren Schritten bewiesen wird.

(a) Nach Satz 2.19 b) ist I := ker ¢ ein maximales Ideal. Setze D :={t € T': Vx €
I :z(t) = 0}. Dann ist D abgeschlossen. Definiere

Ip:={2xeC(T):z|p =0}

(b) Es gilt I C Ip. Denn fiir alle x € I ist z|p = 0 nach Definition von D.
(c) Sei x € Ip. Dann gilt
VieT Jux, €1 :x(t) = x(t).

Denn im Falle ¢t € D kann man x; = 0 wahlen. Falls ¢t € D, so existiert ein x; € [
mit 74(t) # 0. Wahle nun
z(t)

Ty = %t(t) Tt.

(d) Seien x € Ip. Dann existiert ein y € I mit ||y — x|l < &. Denn: zu € > 0 und
t €T setze
Ugi={seT:|x(s) —x(s)| <e},

wobei x; nach (c¢) gewéhlt wird. Dies ist eine offene Umgebung von ¢. Da T kompakt
ist, existiert eine endliche Uberdeckung

T:O%.
=1
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Wiéhle Funktionen fi,...,f, € C(T) mit 0 < f; < 1, fi(t) = 0 fiir t € U;, und
Yy fi = 1. (D.h. wir wéhlen eine Partition der Eins. Die Existenz einer solchen
Partition kann man z.B. durch Induktion iiber n beweisen.)

Definiert man y := > | fizy, € I. Dann ist fiir alle s € T

n

ly(s) —2(s)] < ) fills) - e, (s) — (s !<Zfz =

i=1
was die Behauptung (d) zeigt.
(e) Nach (d) ist Ip C I. Da I abgeschlossen ist, folgt Ip = I.

(f) Die Menge D enthélt genau einen Punkt. Denn angenommen, es gebe zwei Punkte
ti,to € D. Dann ist Ip C Iy € A, d.h. Ip wire nicht maximal. Falls D = (0, so ist
Ip = A. Aber Ip = I = ker ¢ und damit ¢ = 0, Widerspruch zu ¢ € I'4.

(g) Wir haben bisher gesehen: Zu jedem ¢ € T'4 existiert ein ¢ € T mit kerp =
Ityy = ker ¢, Angenommen, es gelte ¢ # ;. Dann existiert ein s € T' mit z :=

©(s) # @i(s). Somit gilt p(s —ze) = p(s) —zp(e) = @(s) —z = 0, aber (s — ze) =
©i(s) — z # 0. Dies ist ein Widerspruch zu ker ¢ = ker ¢;. Damit folgt ¢ = ¢, was
(endlich) Punkt (ii) zeigt.

(iii) Betrachte die Abbildung ® : T — T4, t — ¢;. Nach (i) und (ii) ist diese
Abbildung bijektiv. Wir zeigen jetzt, dass ® auch stetig ist.

Fiir jedes z € A ist die Abbildung o ® : T — C, t — Z(¢;) = ¢i(x) = x(t) stetig.
Sei nun ¢t € T fest und U > ®(t) eine offene Umgebung von ®(t) = ¢; € I'4. Nach
Definition der schwach-*-Topologie ist dabei o.E.

U={pela:|oz;) —p(x;)]<e (i=1,...,n)}

mit € > 0 und z,...,2, € A. Da die Abbildung t — ¢.(z) stetig ist, existieren
Umgebungen W; von ¢ mit

lps(@i) — pe(xi)| <e (s € Wy).

Setze W :=(;_, W;. Dann ist W eine Umgebung von ¢t € T und ®(W) C U. Damit
ist O stetig.

(iv) Nach (i)-(iii) ist @ : T — T4, t — ¢, bijektiv und stetig. Da T kompakt ist, ist
auch ®~! stetig, d.h. @ ist ein Homdomorphismus. Wegen

() = i) = 2(t)

sind C(7T) und der Gelfandraum Cﬁ = {2 : 2z € C(T)} isometrisch algebreniso-
morph.
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d) C*-Algebren

2.22 Definition. Sei A eine Banachalgebra.
a) Eine Abbildung A — A, z +— z* heifit Involution, falls gilt

(x+y) =" +y* (r,y€ A,
(i) (\2)* =Az* (A€ C,z € A),
(iii) z* =z (z € A),

(iv) (zy)* =y*'z* (z,y € A).

b) Falls A eine Involution mit
lz"z[l = [|z]*  (z € A)

besitzt, so heiit A eine C*-Algebra. Ein Algebrenhomomorphismus ® : A — B von
C*-Algebren heifit ein *x-Homomorphismus, falls ®(z*) = (®(x))* (z € A).

c) Sei A eine C*-Algebra. Dann heifit x € A selbstadjungiert, falls x = z*, und
normal, falls zz* = z*x gilt.

2.23 Beispiele. a) Sei E ein C-Hilbertraum. Dann sind K(FE) und L(E) C*-
Algebren.

b) Sei E ein C-Hilbertraum. Ist 7" € L(E) normal, so sei alg(7,7™) die kleinste
abgeschlossene Unteralgebra von L(E), welche idg, T' und 7™ enthélt. Es ist

N
alg(T, T*) = { > T (T*)™ : Gy € C.N € N}.

n,m=0

Offensichtlich ist alg(T',T™) eine kommutative C*-Algebra.

¢) Sei T' kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist C(T') mit f* := f eine C*-Algebra.
Ebenso Le () mit einem Maf3 p.

2.24 Lemma. Sei A eine C*-Algebra.
a) Es gilt ||z|| = ||2*||, [lea*[| = [|z[|* (= € A).

b) Falls A eine Einheit besitzt, gilt ||z||* = ||22|| und r(z) = ||x|| falls x € A normal
18t.

c) Es gilt o4(x) CR, falls x = x* € A.
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Beweis. a) Wir haben

l[1* = llz"zl < ll2*[| - |-
Damit ist ||z|| < ||lz*|| und ||z*|| < [|[z**|| = ||=||. Ebenso folgt
lz2* (| = [l 2| = 2" || = ||=[|*.

b) Es gilt, falls x € A normal ist,

2212 = [J2?(z*)?]| = [[(z"2)?|| = l|lz*a|* = [|=||*
Damit ist
k., o—k
r(z) = lim [l2" " = lim [|l2*" > = [[].
n— 00 k—o0

c¢) Dies folgt mit einer Standardrechnung: Sei o +iff € o(z) und A € R. Dann ist
a+i(B+ A € o(x+i\) und damit | +i(8+ N)| < ||z +iA]]. Also

&+ (BHAN = a+i(B+ N
< |l + M2 = ||(z + X)) (z 43N]
= ||z + Ne|
< lz|]* + 22

Damit folgt 5 =0, d.h. o(z) C R. O

Die néchsten beiden Satze bilden einen Hohepunkt der Theorie der C*-Algebren. Es
geht dabei um eine Darstellung von C*-Algebren.

2.25 Satz (von Gelfand-Naimark, kommutative Version). Sei A eine kommutative
C*-Algebra mit Einheit. Dann ist die Gelfand-Transformation

A—C(Ta), z+— 1z,
ein isometrischer x-Isomorphismus von C*-Algebren.

Beweis. Nach dem Gelfandschen Darstellungssatz 2.20 ist die Gelfand-Transformation
ein Algebren-Homomorphismus mit Norm nicht gréfer als 1. Sei

A={i:xe A} COy).

Es gilt nach Satz 2.20 und Lemma 2.24 b) ||Z||cc = r(x) = ||z||, d.h. die Gelfand-
Transformation ist isometrisch. Wegen

(29)(p) = p(z)p(y) = p(ry) = TY(P)

ist A eine Unteralgebra. Es ist 1 € A, und da x — Z isometrisch ist, ist das Bild
A C C(I'4) abgeschlossen. AuBerdem trennt A die Punkte von I 4.
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Wir zeigen nun:

=l
—

D
SN~—

=
Falls # = x*, so folgt o(z) C R. Wegen
o(z) ={p(x) : ¢ €Ta} = 2(l'a)
ist auch & reellwertig, d.h. (6) gilt. Fiir beliebiges x € A zerlegen wir

T+ z* n rx—xF
7
2 21

rT=y+iz =

und damit x* =y — 1z, d.h.

SH

=it =g +ii=
Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstra$l erfiillt, und es

folgt A = C(T ). O

2.26 Satz (von Gelfand-Naimark fiir normale Elemente). Sei A eine C*-Algebra mit
Finheit e und x € A normal. Sei Ag die von e, x und x* erzeugte C*-Unteralgebra.
Dann ist T 4, homdomorph zu o(x), und es existieren isometrische x-Isomorphismen

Clo(x)) = C(Tay) = Ao,
wobei idy(z) auf x abgebildet wird, die Funktion
idy(r) to(x) = C, A= A

auf x* und die konstante Funktion 1 auf e.

Beweis. Nach Satz 2.20 gilt
aa, (1) = 0(2) = {p() : p € Tap} = &(Lay)-
Damit ist & : T4, — 04,(x) surjektiv (und stetig).
Wir zeigen nun, dass 2 injektiv ist. Dazu sei p(z) = ¢ (z) fur ¢, € I'4,. Dann ist
p(z") = 7*(p) = i(p) = p(2) = P() = (z").

Also gilt o(p(x,x*)) = ¥ (p(z, z*)) fiir alle Polynome p. Da ¢ und 4 stetig sind, folgt
¢ =1 auf Ay, d.h. T ist injektiv.

Da I' 4, kompakt ist, ist & : I's, — 04,(2) ein Homéomorphismus. Somit wird durch
die Vorschrift f — ¢ := f oz ein isometrischer Isomorphismus C(o4,(x)) — C(T'4,)
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induziert. Insbesondere wird die Funktion f =id,, (») auf g = 2 abgebildet, d.h. in
diesem Fall ist g(¢) = 2(p) = @(x).

Nach dem Satz von Gelfand-Naimark 2.25 ist C'(I" 4,) isometrisch *-isomorph zu A,.
Insgesamt erhalten wir

C<O-Ao(x)) = C(FAO) = AO'

Fiir den oben stehenden #-Isomorphismus ® : C(o4,(z)) — Ap gilt (beachte die
Definition des Gelfand-Isomorphismus)

D(ids @) = 7, YL, @) =€,

wobei 1, Ao(x)) die konstante Funktion 1 bezeichnet. Damit ist alles gezeigt bis auf
die Gleichheit

a4, (7) = 0 (2)(:= 0a(2)).

Diese Gleichheit ist der Gegenstand des folgenden Lemmas. O]

2.27 Lemma. Sei A eine C*-Algebra mit Einheit e, x € A normal und B C A eine
C*-Unteralgebra mit e,x € B. Dann ist op(z) = oa(z).

Beweis. (i) Es gilt
oa(z) =0(2) ={p(x) : p € Ta}.
Damit ist op(x) D oa(x) klar wegen I'y C I'p.

(ii) Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, reicht es, den Fall B = A zu betrachten,
wobei Ag die von e,z und z* erzeugte C*-Unteralgebra sei. Dies geniigt wegen Ay C

B cC A.

Sei @ : C(04,(z)) = Ag wie im Beweis von Satz 2.26. Angenommen, es existiert ein
A € 0a,(2)\ 0a(z). Dann existiert y := (A — )71 € A\ Ay.

Wihle f € C(oa,(x)) mit f(A) =:m > ||y|| und
FOA =D <1 (€ 0a(x)).
Fiir g(t) := f(t) (A —t) gilt

m < |[flle = (NI = [/ = 2)y]
< 12l - Nyl = lglloollyll < [yl

Widerspruch zur Definition von m. Damit ist og(x) C o4(z), d.h. die beiden Spek-
tren sind gleich. O]

2.28 Korollar (Spektralsatz fiir beschrankte normale Operatoren). Sei H ein Hil-
bertraum und T' € L(H) normal. Dann existiert ein isometrischer x-Homomorphismus
Q:C(o(T)) = L(H) mit ®(idyry) =T, und (1) = idy.
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Beweis. Das ist Satz 2.26 angewendet auf die kommutative C*-Algebra
Ay :=alg(T,T") C L(H).
Beachte dabei, dass 04,(T) = opm)(T) =C\{ € C: IS € L(H): S(T-\) =

(T—XN)S =idy} =C\{\ € C: T — X bijektiv}, d.h. das Spektrum im Sinne der
Operatortheorie stimmt mit dem Spektrum im Sinne der Banachalgebra iiberein. [
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3. Ergidnzungen zum Spektralsatz

Der Spektralsatz ist im wesentlichen schon von Teil I der Vorlesung bekannt. Da uns
nun die Lebesgue-Theorie zur Verfiigung steht, kénnen wir den Spektralsatz und den
Funktionalkalkiil allgemeiner (und besser) formulieren. Statt mit Spektralscharen zu
arbeiten, was dem Riemann-Stieltjes-Integral entspricht, werden jetzt projektorwerti-
gen Mafle verwendet, welche die Lebesgue-Integrationstheorie zur Basis hat. Eine sehr
schone Formulierung des Spektralsatzes ist die Beschreibung als Multiplikationsopera-
tor. In dieser Form taucht der Spektralsatz auch hiufig in der Physik auf.

a) Projektorwertige Mafle

3.1 Lemma. Sei M C C kompakt. Sei C(M) C U C B(M) ein Unterraum, wobei
B(M) der Raum der beschrinkten messbaren Funktionen auf M sei. Es sei U abge-
schlossen bzgl. punktweiser Konvergenz, d.h. falls (fn)nen C U mit f, — f (n —
o0) punktweise gilt, so folgt f € U. Dann gilt bereits U = B(M).

Beweis. Da die Stufenfunktionen im Raum B(M) der beschrankten messbaren Funk-
tionen dicht liegen (Satz 1.7), reicht es zu zeigen, dass jede Stufenfunktion in U liegt.
Dazu zeigen wir, dass jede Stufenfunktion durch stetige Funktionen approximiert
werden kann. Dazu reicht es, die charakteristischen Funktionen zu approximieren.

Sei also B(M) die o-Algebra der Borelmengen von M und

F:={AecB(M):xacU}.

Falls A offen ist, existiert eine Folge (f,)ney € C(M) mit 0 < f < 1 und f,(¢t) —
xa(t) (n— oo) fir alle t € M. Also sind alle offenen Mengen in F enthalten.

Wir zeigen, dass folgende Aussagen gelten:

(i) Falls A, B € F mit A C B, so ist auch B\ A € F. Denn es gilt xp\a = X5 — X4,
und da U ein Vektorraum ist, folgt xp\a € U.

(ii) Seien (A, )nen C F paarweise disjunkt. Dann ist auch A := J, .y An € F. Denn
es gilt xa = > o0 Xxa,, d.h. x4 ist punktweiser Limes von Funktionen in U und
damit selbst in U.

Die Eigenschaften (i) und (ii) sagen, dass F ein Dynkinsystem ist. Da die offenen
Mengen ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem dieses Dynkinsystems bilden,
ist F eine o-Algebra. Damit ist F = B(M), d.h. jede Stufenfunktion liegt in U, was
ZU zeigen war. O
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38 3. Erginzungen zum Spektralsatz

3.2 Definition. Sei (X, .A) ein Messraum und H ein Hilbertraum. Eine Abbildung
E: A — L(H) heifit ein projektorwertiges Mafi (PV-Ma8B), falls gilt:

(i) E(A) ist orthogonale Projektion (A € A).

(i) Seien (Ap)nen C A paarweise disjunkt. Dann gilt

[E( U An>]x =Y E(A)z (v€H).

neN neN
(iii) Es gilt E(X) =idy.

Eine Menge A € A heifit eine E-Nullmenge, falls E(A) = 0 (dabei ist die 0 auf der
rechten Seite der Nulloperator in H).

3.3 Bemerkung. Sei E ein PV-Mafl. Dann gilt

a) E(0) =

b) E(AUB)+ E(ANB)=E(A)+ E(B) (A,BeA).

) E(B\A) = E(B)— E(A) fir A,B € Amit AC B.

d) Seien A,, € Amit A, C A1 (n € N). Dann ist E({J, o An) = s-lim, o0 E(A,).

Analog gilt fir A, € A mit A, D A,11 (n € N) die Gleichheit E((),oyAn) =
S'hmnaooE(An)'

¢) E(ANB) = E(A)E(B) = B(B)E(A) (A,B ¢ A).
f) Seien A, B € Amit AN B = (. Dann ist R(E(A)) L R(E(B)).
g) Sei z € H. Dann ist E,: A — [0,00) mit

C

Ey(A) = (z, B(A)z) = | E(A)z|*

ein endliches Ma mit E,(X) = ||z|*.

3.4 Lemma. Sei {F\}\cr eine Spektralschar in einem Hilbertraum H. Dann exi-
stiert genau ein PV-Mafl E auf (R, B(R)) mit

BE((—00,\)) = Fx (A€R).

Beweis. Definiere

E((a,b) :=F,—F, (a,beR, a<b).
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3. Erginzungen zum Spektralsatz 39

Dann ist E((a,b]) eine orthogonale Projektion. Fiir x € H und b, \, b gilt
E((a,b,]) = F,, — F, = F, — F, = E((a,b]) (n — o0).

Damit ist £ stetig von oben und somit o-additiv. Da {(a,b] C R : a < b} ein
durchschnittstabiles Erzeugendensystem von B(R) bildet, existiert eine eindeutige
Fortsetzung von E auf B(R). Nach Konstruktion ist £ ein PV-Ma8. O

3.5 Definition. Sei (X, .A) ein Messraum, H ein Hilbertraum, E ein PV-Ma$. Sei
f: X — C eine Stufenfunktion, f =>"" | fixa,. Dann heifit

[ e =Y pE) e L
i=1
das Integral von f bzgl. F.

3.6 Lemma. Sei E ein PV-Maf$ und seien f,g Stufenfunktionen.
a) Fir xz,y € H gilt die Polarisationsformel

([ rapev)y =5 > JE- (7)

Insbesondere ist [ fdE durch ([ fdE,).en eindeutig festgelegt.
b) Die Abbildung f — [ fdE ist linear.

) Fiir € H gitt |([ fdE)all* = [ |fPdE, = ([ |/PdE)z, ).
4) Bs gitt (J fdE)(f gdF) = [ fgdP.

e) Es gilt ([ fdE)* = [ fdE.

Beweis. a) Fiir z,y € H haben wir unter Verwendung der Polarisationsformel in H:

n

([ dBo.y) = 3" REA)zY)

= filE(A)z, E(A)y)
=35 S BT+ 2E(A)y)?
=1 3 B + )P
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40 3. Erginzungen zum Spektralsatz

= Z Z fiz Bty (A (x + 2y)

z4 1i=1
== Z / fdE, .
z4 1

b) ist klar.

c¢) Unter Verwendung des Satzes von Pythagoras erhalten wir

I az)e] = | 32 scain]
_Z|fz| 1E(A:)=||*

/|f| iE,
/\f| dE)a:,a:>.

d) Mit Bemerkung 3.3 gilt

([ ag)( [ oae) = (L san) (S art)
= Zfing(Ai)E(Bj)

= / fqdE.

e) folgt direkt aus der Definition des Integrals. O

3.7 Satz. Sei E ein PV-Maf auf (X, A) mit Werten in L(H) und sei x € H.
a) Sei f: X — C eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(1) f ist messbar und [ |f|*dE, < oo (d.h. f € Ly(Ey,)).

(ii) Es gibt eine Folge (f,)nen von Stufenfunktionen mit f, — f punktweise und
[ fo = fIPdE; =0 (n — ).
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b) Sind (fn)n und (g,)n Folgen wie in a) (i), so sind die Folgen (([ fodE)x)pen C H
und (([ gndE)x)nen C H konvergent mit gleichem Grenzwert.

c) Die Folge in a) (1i) kann unabhingig von x € H gewdhlt werden.

Beweis. a) Da E, ein endliches Maf ist, ist jede Stufenfunktion integrierbar. Da-
mit folgt a) aus Satz 1.20, der Dreiecksungleichung in Ly(F,) und dem Satz iiber
majorisierte Konvergenz.

b) Es gilt

(] st [ el =] s s

=/|fn—fmerEx 50 (- oo),

da (fn)nen C L2(E,) nach Teil a) konvergent ist. Genauso sieht man

([ st [ gutm)s] 0 000

c¢) Nach Satz 1.18 kann man die Folge (f,), mit |f,(A)| < 2[f(A)] (A € X) wéhlen.
Damit folgt a) (ii) fiir alle x € H durch majorisierte Konvergenz. O

3.8 Definition. Sei (X, .A) ein Messraum, f: X — C messbar, H ein C-Hilbertraum
und E ein PV-Ma$ in H. Definiere den Operator [ fdE durch

D(/de) - {a; cH - /|f|2dEx < oo},
(/de)x:— T}Lrg@(/fndE)x fﬁerD(/de).

Dabei ist (f,), eine Folge wie in Satz 3.7.

Im folgenden werden wir unbeschrinkte Operatoren betrachten. Daher zunéchst
noch eine Definition.

3.9 Definition. Sei B ein Banachraum und seien S : D(S) — Bund T : D(T) — B
lineare (nicht notwendig beschrénkte) Operatoren in B.

a) Der Operator S + T ist definiert durch

D(S+T):=D(S)NnD(T),
(S+T)r:=Sx+Tx (xeDS+T)).

Stand: 16. 3. 2010



42 3. Erginzungen zum Spektralsatz

b) Der Operator T'S ist definiert durch

D(TS) :={x € D(S): Sx € D(T)},
(T'S)x :=T(Sx).

¢) T ist eine Fortsetzung von S, in Zeichen S C T, falls D(S) € D(T) und Tx =
Sz (z € D(S)) gilt. Die Operatoren S und T sind gleich, falls D(S) = D(T") und
Tx =Sz (xe€ D(T)) gilt.

d) Sei B sogar ein Hilbertraum. Der Operator T" heifit normal, falls 7" abgeschlossen
und dicht definiert ist, und falls T7T* = T*T gilt (insbesondere gilt dann auch
D(TT*) = D(T*T)).

3.10 Bemerkung. Sei der Operator 7' : D(T) — H in einem Hilbertraum abge-
schlossen und dicht definiert. Dann ist 7" genau dann normal, falls D(T") = D(T™)
und || Tz|| = ||T*z|| (z € D(T)) gilt.

Falls T" normal ist, so gilt R(T) = R(T™).
(Ohne Beweis.)

3.11 Satz (Eigenschaften des Integrals iiber Spektralmafie). In der Situation von
Definition 3.8 gilt:

a) D([ fdE) ist ein dichter Unterraum von H und f + [ fdE ist linear. Sei A, :=
{Ne X :|fN)| < ¢} fiir ¢ > 0. Dann ist E(A.)x € D([ fdE) fir alle ¢ > 0 und
alle x € H.

b) Es gilt

</dea:,y> =i;z/dex+zy (a:,yeD(/de)).

Insbesondere ist ||([ fdE)z|* = [ |f|*dE,.
¢) [ fdE ist normal, und ([ fdE)* = [ fdE.
d) Es gilt [ fdE = [ gdE genau dann, wenn

E{de X : f(A) #9(N)} =0.
e) [ fdE ist genau dann injektiv, wenn [ fdE = [ gdE gilt fir g :== f + X¢-1(0)-

Falls f(\) # 0 fiir alle X € X, so ist [ fdE injektiv und ([ fdE)™' = [ %dE.

f) | fdE ist genau dann beschrinkt, wenn [ fdE € L(H). Dies ist dquivalent dazu,
dass ein ¢ > 0 existiert mit E{A € X : |f(A\)| > ¢}) =0, d.h. zu f € Lo(E).
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Es gilt in diesem Fuall

i,
| [ aE], = 170eie

g) | fdE ist genau dann selbstadjungiert, falls E({X € X : f(\) € R}) = 0.
h) Fir A € A und messbare Funktionen f,g: X — C gilt

A)(/de) c (/de)EA
/(f+g)dED/de+/ng,
D(/de—l—/ng) :D</(f+g)dE> ﬂD(/ng),

/(f-g)dED /de /ng>,
D[(/de)(/ng /fng mD /de

Der Beweis ist etwas lang, aber nicht schwer.

Beweis. a) Offensichtlich gilt E,, = |a|>E, fir « € C und x € H. Ebenso gilt
Erpy(A) = (& +y, E(A)(z +y))
< E.(A) + E,(A) + 2(E(A)z, E(A)y)|
< EL(A) + By(4) + 2 E(A)a] - | E(A)]
< B.(A4) + By(A) + | Bl + | B(AW?
<2E,(A)+2E,(A).
Damit ist D( [ fdE) ein linearer Unterraum.

Wegen D([ fdE) = D([ |f|dE) sei o.E. f > 0. Zuc¢ > 0 und € H sel z. :=
E(Ac)x. Sei (fn)nen eine Folge von Stufenfunktionen mit f,  f (n — oo). Dann
gilt mit monotoner Konvergenz

/ PXAdE, — / FXAdE, < |zl

Somit ist

[ sxacam.=|( [ focaam)e]
_ H / fudbz|| = / frdE,,

o /deEIC < ||z]? < oo.
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44 3. Erginzungen zum Spektralsatz

Somit ist z. € D([ fdE).

Wegen E(Ay) = E(UyenAn) = E(X) = idy folgt 2y — = (N — o), d.h.
D([ fdE) ist dicht in H.

b) folgt durch majorisierte Konvergenz aus der entsprechenden Eigenschaft fiir Stu-
fenfunktionen.

c) Nach a) gilt E(Ax)y € D([ fdE) fiir alle N € N und alle y € H. Sei nun
x € D(([ fdE)*) und 2* := ([ fdE)*z. Dann ist fiir alle y € H

(B(Ax)a* ) = (a", B(Ax)y)

(o ([ 1ap)ECANY)

= Jim (v ([ fuaE) Baniy)
-t (a0 )

=t (( [ f2) Az

Somit gilt
E(Ay)z* = ( / de)E(AN):c - ( / fXANdE>x. (8)
Es gilt E(Ay)z* — 2* (N — o) und mit monotoner Konvergenz

H(/foNdE)ocH2 =/\f|2xANdEx —>/|f|2dEx €10,00] (N = o0).

Nach (8) folgt [ |f[*dE, < ||z*|| < oo und damit z € D([ fdE).

Daher erhalten wir

(FixasdE)z - E(AN)</de>a: (n = o0).

ot = </de).

Wir haben somit gezeigt, dass ([ fdE)* C [ fdE. Nun zur umgekehrten Richtung.
Fir 2 € D([ fdE) und y € D([ fdE) gilt

(o 00) = (o 1)
-t { [ R} = [ ).
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3. Erginzungen zum Spektralsatz 45

d.h. die Abbildung y — (x, [ fdEy) ist stetig. Nach Definition des adjungierten
Operators ist also x € D(([ fdE)*). Insgesamt erhalten wir also ([ fdE)* = [ fdE.

H/dex 2:/]f\2dEz: H/dex

i (mD(/de))
und Bemerkung 3.10 ist [ fdE normal.
d) (i) Sei [ fdE = [ gdE und A :={\: f()) # g(\)}. Wir setzen

Wegen

Ay = An{ e X : |f(N)| <N, [g(\)] < N}

Zu zeigen ist somit, dass F(Ay) = 0.

Sei © € R(E(Ay)). Dann ist nach Teil a) x € D([ fdE) = D([ gdE) =: D. Seien
fn — f und g, — ¢ Stufenfunktionen. Dann gilt

H(/f"dE>”3—</9ndE)xH2 . H(/de)a:—(/ng>xH2 — 0 (n,m — o).

Andererseits ist die linke Seite in obiger Gleichung gegeben durch

([ sae)e( f aaz)a] = ([ xastro - anriz)a]

:/XAN|fn_gn|2dEx
—>/XAN|f_g‘2dEm (n,m—>oo)

Somit gilt fAN |f—g]?dE, = 0. Da der Integrand auf Ay positiv ist, folgt E,(Ayx) =0
und damit ||E(Ay)z||> = 0. Da aber z € R(E(Ay)) war, erhalten wir z = 0 und
somit F(Ay) = 0.

(ii) Sei nun E({f # ¢g}) = 0. Dann ist E,({f # ¢}) = 0 fiir alle z € H, d.h.
D([ fdE) = D([ gdE) =: D.

Fiir z,y € D ist nach Teil b)

(o f saE)n) = (oo f atE))

und damit [ fdEy = [ gdEy fir alle y € D. Also ist [ fdE = [ gdE.

e) (i) Sei [ fdE injektiv und A := f~1(0). Sei z € R(E(A)) C D([ fdE) (unter
Verwendung von a)). Dann ist

| [ riea| = [ 15am. =0,
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d.h. & = 0. Damit ist E(f~(0)) = 0.
(ii) Sei nun E(f~1(0)) = 0 und z € ker([ fdE). Dann ist

0| [ sas|| = [ 1rpac.,

damit E,({|f| > 0}) = 0. Wegen E({f = 0}) = 0 haben wir £,(X) = 0 und somit
l]|* = |1 E2(X)z]|* = 0.

(iif) Sei nun f(A) # O fiir alle A € X. Nach (ii) ist [ fdE injektiv. Die Gleichung
(JfdE) ™ = [ %dE gilt fiir Treppenfunktionen, da das Integral multiplikativ ist.
Fiir x € D(%dE) folgt die Aussage durch Approximation mit xy = F(Ay)z, wobei
Ay ={ e X: |ﬁ| < N} und durch majorisierte Konvergenz.

f) Sei By := {\ € X : |[f(\)| > N}. Fiir z € R(E(By)) gilt

2
| [ raes|| = [1pap. = 5ol

Damit folgen die Aussagen von f) sofort.

g) Nach ¢) ist ([ fdE)* = [ fdE. Nach d) ist dies genau dann gleich [ fdE, wenn
E({A: f(A) # f(N)}) =0.

h) Diese Aussagen folgen durch direktes Nachrechnen (Approximation durch Trep-
penfunktionen), man beachte die Definitionsbereiche.

]

Der néchste Satz, der Spektralsatz fiir unbeschrénkte normale Operatoren, ist einer
der wichtigsten Satze der Operatortheorie. Im wesentlichen ist er schon aus Teil I der
Vorlesung bekannt, die Formulierung hier ist aber weitreichender, da wir inzwischen
das Lebesgue-Integral zur Verfiigung haben. Der wesentliche Teil des Beweises wurde
bereits im ersten Teil der Vorlesung durchgefiithrt. Wieder ist B die Borel-o-Algebra.

3.12 Satz (Spektralsatz in PV-MafB-Version). Sei H ein C-Hilbertraum und T: D(T) —
H ein normaler Operator in H. Dann existiert genau ein PV-Maff E: B(o(T)) —

L(H) mit
T = / idg () dE.
o(T)

(Beachte, dass dies die Gleichheit unbeschrinkter Operatoren ist, also insbesonde-
re die Gleichheit der Definitionsbereiche impliziert.) Fiir jede messbare Funktion

f:0(T) — C wird durch

F(T) = /U(T) fdE, D(f(T)) = {x € H: /U(T) fI2dE, < oo}
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ein normaler Operator definiert. Es gelten die iblichen Regeln fiir den Funktional-
kalkil. Falls f ein Polynom ist, stimmt f(T) mit der tblichen Definition iberein.

Falls T beschrinkt ist und f € C(a(T)), so stimmt der obige (messbare) Funkional-
kalkiil mit dem stetigen Funktionalkalkil aus Kapitel 2 diberein.

Beweisskizze. Obwohl bereits die wichtigsten Aussagen dieses Satzes durch die vor-
herigen Versionen des Spektralsatzes abgedeckt wurden, benotigt der ausfiihrliche
Beweis mehr Platz, als im Rahmen dieser Vorlesung zur Verfiigung steht. Wir be-
schranken uns daher auf eine Beweisskizze.

Die Existenz einer Spektralschar ist aus Teil 1 der Vorlesung bekannt im Falle selbst-
adjungierter Operatoren. Falls T' selbstadjungiert ist und { F)} cr die zu T' gehorige
Spektralschar, so wird durch

E((~00,b) == F, (b€R)

ein Spektralmafl definiert, siche Lemma 3.4. Man kann unter Verwendung der Pola-
risationsformel zeigen, dass damit fiir x € D(T) und y € H gilt:

(Tx,y) = </idR dEﬁ,y>.

Aus Teil T der Vorlesung wissen wir auch (zumindest fiir beschriankte Operatoren),
dass F) in einer Umgebung von \g € p(7') lokal konstant ist. Damit ist E(p(T")) = 0,
d.h. man kann obiges Integral durch das Integral tiber o(7") ersetzen.

Falls T normal ist, schreibt man T' = Sy +S5 mit Sy = $(T+7*) und S, = 5-(T—T%).
Man kann leicht zeigen, dass S; und S; mit ihrem natiirlichen Definitionsbereich
D(S;) = D(T') = D(T*) selbstadjungiert sind. (Man beachte die Gleichheit dieser
Definitionsbereiche nach Bemerkung 3.10.)

Seien {F)}rer und {G,} er die Spektralscharen von Sy bzw. S;. Durch
E((a,b] x (¢,d)) := (F, — F,)(Gq — G.)

fiir (a,b] x (¢, d] C R? wird ein PV-Maf auf R? 2 C definiert. Dazu verwendet man,
dass F und G, kommutieren, weil S; und Sy kommutieren. Wieder gilt fiir das

erzeugte Mafl
E(C\o(T)) =0.

/ fdE= [ fdE.
C o(T)

Die Eigenschaften des Funktionalkalkiils folgen aus Satz 3.11. Insbesondere stimmt
[ pdE fiir Polynome p mit der iiblichen Definition iiberein nach Satz 3.11 h). Falls
T € L(H), ist o(T) kompakt, und die Funktionalkalkiile aus Satz 3.12 und aus

Kapitel 2 stimmen iiberein.

Damit haben wir
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Die Eindeutigkeit folgt fir 7" € L(H) aus der Eindeutigkeit fiir alle Polynome,
der Dichtheit der Polynome in C(o(7")) und der Approximierbarkeit beschrénkter
messbarer Funktionen durch stetige Funktionen (Lemma 3.1).

Fiir unbeschrénkte Operatoren kann man die Eindeutigkeit etwa durch die Trans-
formation T+ T'(idy +vVT*T)~" € L(H) beweisen. O

b) Multiplikationsoperatoren
Die PV-Maf-Version des Spektralsatzes ist fiir viele Fiélle die beste. Insbesonde-

re in der Physik, wenn auch der Hilbertraum separabel ist, kann man auch eine
Darstellung als Multiplikationsoperator finden, die nun folgt.

3.13 Satz (Multiplikationsoperatoren). Sei (Z, A, u) ein Mafraum, W # {0} ein
K-Hilbertraum und ¢: Z — K messbar. Definiere

D(T,) = Doi= {1 € LaluW) s [ lipflPdu < o0},
T,f =0 f (feDso)-

Dann ist T,, ein normaler Operator in Lo(p; W). Es gilt
() (1) =T,
(ii) ker T, = {f € La(u; W) : f(2) = 0 fiir p-fast alle z € ¢~ (C\ {0})}.
(ili) T, € L(La(p; W)) genau dann, wenn ¢ € Loo(p).
(iv) Es gilt ¢ = ¢ p-fast dberall genau dann, wenn T, selbstadjungiert ist.

Beweis. Falls f messbar ist mit f(Z) (bis auf eine u-Nullmenge) separabel, so ist
auch ¢f messbar und (¢f)(Z) separabel. Damit ist

Dy ={f € Lo(; W) : 0f € La(ps W)}

Sei xpn = X4, mit A, :={z € Z: |p(z)] < n}. Fir alle f € Ly(u; W) ist xnf € D,
wegen |[ex.fll < n||f]]. Es gilt mit monotoner Konvergenz

1f = xn FIZ ey = 1L = Xa) F Lo uwy = /Z\A 1f (2)Pdp(z) — 0.

Damit ist D,, dicht.
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Seien nun f € Dy, g € D(T;) und g* :=T7g. Dann ist

(9, T f) = /<9,sof>Hdu = /(@g, fyudp,

aber auch
(0.11) = (T30.0) = [(T3g.
~
g*
Somit gilt

/((909 —¢%), fYdu=0 (fe€D,).
Wegen x,,f € D, fiir alle f € Ly(p; W) folgt

/ (29— g) xuf)du =0 (f € Loi; W),

und damit
/<Xn(s09 —9°), fldu=0 (f € La(s; W)).

Somit gilt x,(¢g — ¢*) =0 (n € N). Wendet man den Satz iiber monotone Kon-
vergenz auf || x,@g||7, an, so erhalten wir gg — g* = 0. Also ist g € Ly(u; W) und
damit g € Dg. Wegen ¢* = ¢g haben wir (T,,)* C T}; gezeigt.

Sei nun g € Dg. Dann ist

D‘P%K7 f'_><g7T<Pf>:<T¢g7f>

stetig, d.h. g € D(T}). Wegen D(T,) = D, = Dy = D(T}) ist T' nach Bemerkung
3.10 normal.

Wir zeigen noch (i)—(iii). Dabei wurde (i) bereits gezeigt.

(ii) Es ist f € ker T, genau dann, wenn ¢ - f = 0 p-fast iiberall. Dies ist dquivalent
dazu, dass f(z) = 0 fiir p-fast alle z € ¢ 1(C\ {0}).

(iii) a) Sei T, in L(Lo(p; W)). Angenommen es gilt ¢ ¢ Loo(p). Dann existiert
eine Folge (A,)neny € A mit 0 < p(A,) < oo und A, C {|¢| > n}. Wegen A, =
An Ul {lel <k} sei 0.E. A, C {|¢] < N} fiir ein N € N.

Sei x € W\ {0}. Dann ist f,, :== x4,z € D, und
1T full* = HJUHQ/MZOZM > [l2l*n*u(An) = n*| ful*
An

Damit gilt ||7,,|| > n fur alle n € N, Widerspruch.
b) Sei nun ¢ € Lo (@) und f € Lo(p; W). Dann ist

le() f ) < llelliaqollf(2)]a fir p-fast alle 2.
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50 3. Erginzungen zum Spektralsatz

Damit erhalten wir ¢f € Lo(p; W) und

||T<prL2(#;W) = H‘PfHLQ(u;W) < HSDHLOO(#)”fHLz(u;W)'
O]

3.14 Lemma. Sei T normal, und seien f : C — C und g : o(T) — C messbar.
Dann, ist (f o g)(T) = f(g(T))-

Beweis. Das ist ein Spezialfall des Transformationssatzes: Sei F das Spektralmafl
von T. Dann ist das Bildmal Eo g~ ! ein PV-Ma$ auf (C, B(C)), und fiir messbares
f:C— Cgilt

[tregue = [ raEog).

Da ¢(T') normal ist, existiert ein Spektralmafl F' auf o(g(7")) mit

f(g(T)) = / fdF

fir f: 0(g9(T)) — C messbar. Aus der Eindeutigkeit des Spektralmafes folgt F' =
Fog™t dh.

(Fo)T) = [(fogE = [ faF = fio(T).
[

3.15 Definition. Sei H ein Hilbertraum und 7T ein linearer Operator in H. Ein
Element z € H heifit zyklischer Vektor von T', falls z € (), D(I™) gilt und
span {T"z : n € N} C H dicht ist.

3.16 Satz. Sei T’ normaler Operator in H und x ein zyklischer Vektor von T. Wie
oben betrachte den Mafraum (o(T),B(c(T)), E,) mit E.(A) := ||[E(A)x|* (A €
B(a(T))). Dann existiert ein unitirer Operator U: H — Lo(E,) mit

(UTU ' f)(t) = tf(t) (E,-fast diberall).

Beweis. Eine messbare Funktion f: ¢(7') — C ist genau dann in Ly(E,), falls x €
D(f(T)). In diesem Falle ist

/ FPAE, = || f(T)alP.
o(T)

Also ist © : Lo(E,) — H, f — f(T)x eine Isometrie. Insbesondere ist R(®) ab-
geschlossen. Da x € D(T™) fur alle n € N gilt, ist span {T"z} C R(®). Daher ist
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3. Erginzungen zum Spektralsatz 51

® : Ly(E,) — H ein Isomorphismus. Das Inverse U := ®~! ist eine Isometrie mit
D(U) = H und surjektiv, also unitér.

Es gilt mit Verwendung von Lemma 3.14
T(2(f)) =T(f(T)x) = (T'o f(T))x = g(T)x = 2(g),

wobei g(t) =t - f(t) gilt. Somit ist

(OTUT () =t f(t) (f € La(Ey)),

wobei die Gleichheit in Ly(F,), also E,-fast iiberall gilt. O

Die Multiplikationsoperatorform des Spektralsatzes setzt zyklische Vektoren vor-
aus. Falls kein zyklischer Vektor des ganzen Hilbertraums existiert, wiahlt man eine
Zerlegung, wie sie im ndchsten Lemma beschrieben wird.

3.17 Lemma. Sei H separabel und T € L(H) selbstadjungiert. Dann existiert eine
Zerlegung H = @,_y H; mit N € NU{oo}, so dass T(H;) C H; gilt und T; =T
einen zyklischen Vektor besitzt.

H;

Beweis. Der Beweis verwendet das Zornsche Lemma. Sei 77 die Menge aller héchstens
abzahlbaren Familien (H;);«nx von paarweise orthogonalen Unterrdumen H; mit
T(H;) C H; und H; = span {T"z; : n € N} fiir ein z; € H. Dann ist 2 # 0,
denn {{0}} € 7.

Sei # eine Kette in 7. Schreibe jedes Element in % in der Form k = {H;; 1 i <
Ny }. Dann ist

ko= k={Hyp:i<Ny, keX}e
kex
denn kg enthélt nur abzahlbar viele verschiedene Unterrdume H;y, da H separabel ist

und alle H;;, orthogonal sind. Alle H;;, sind T-invariant und besitzen einen zyklischen
Vektor.

Nach Zorn existiert ein maximales Element h in J#. Setze U := span|Jy., K.
Falls U # H, so existiert ein z € U+ \ {0}. Fiir V := span {T"z : n € N} gilt dann
TV C V,und z ist ein zyklischer Vektor von T'|y,. AuBlerdem gilt (unter Verwendung
der Selbstadjungiertheit von T') fiir jedes K € h

(T"z,y) = (z,T"y) =0 (y € K).
Dies gilt wegen z € U+ C K+ und der T-Invarianz von K. Somit ist h orthogonal

zu jedem K € h, und h U {V'} ist ein groferes Element als h, Widerspruch. Somit
ist U =H. O
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3.18 Satz (Spektralsatz in Multiplikationsoperatorform). Sei H ein komplexer Hil-
bertraum, T: D(T) — H ein selbstadjungierter Operator. Dann ezistiert ein Maf-
raum (2, A, ), eine messbare Funktion h: Z — C und ein Hilbertraum-Isomorphismus
U: H— Ly(p) mit UTU™Y = Ty,. Dabei ist T}, der in Satz 3.13 definierte Multipli-
kationsoperator. Falls H separabel ist, lisst sich p endlich wdhlen.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall eines separablen Hilbertraums H
und eines beschrankten Operators T' durch. Fiir beliebiges H und unbeschrénktes 7'
geht der Beweis dhnlich, man muss allerdings mehr technische Details beriicksichti-
gen (oder man verwendet eine Transformation, z.B. z +— %\ZI)

Sei also H separabel und T' € L(H) selbstadjungiert. Sei H = @,_y H; die Zerle-
gung aus Lemma 3.17, und seien U; : H; — Lo(p;), hi: o(T;) — C wie in Satz 3.16,
so dass

UTLU fi=hifi  (fi € La(:))-

Wir definieren eine Art Summe dieser Mafiraume und der Abbildungen U; und h;
durch

(Q:= U (0(T;) x {i}) cCxN,
A= Z{j’c Q: AN (o(T7) x {i}) € B(C)},
n(A) = ZMi(A N(o(Ty) x{i})) (A€ A),
h:Z—C, h((:g) = hi(t),
U:H = La(p), U((z)icn) = (Uiti)icn-

Dann ist U unitéir, und es gilt UTU ' f = hf fiir f € Ly(p). O
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4. Operatorhalbgruppen

Dieses kurze Kapitel soll nur einen ersten Eindruck in die Theorie der Operatorhalb-
gruppen geben. Die Halbgruppen bilden nicht nur eine gute Darstellung etwa der
Losung einer Differentialgleichung, einige Eigenschaften kénnen mit Hilfe der Halb-
gruppentheorie abstrakt und ohne aufwéndige Rechnungen bewiesen werden. Hier sol-
len vor allem die unitdren Gruppen und die starkstetigen Halbgruppen kurz behandelt
werden. Der Zugang verwendet den aus dem Spektralsatz bekannten Funktionalkalkiil.
Sollte man Halbgruppen und Evolutionsgleichungen in Banachrdumen betrachten, so
ist der Dunford-Funktionalkalkiil zu verwenden, der allerdings nicht Gegenstand dieser
Vorlesung ist.

4.1 Satz. Sei H ein C-Hilbertraum und T : D(T) — H ein selbstadjungierter
Operator. Definiere U(t) := e (t € R) durch den Funktionalkalkil. Dann gilt:

a) U(t) ist unitir, und es qilt U(t +t") = U@)U(') (¢, t' € R).

b) Die Abbildung t — U(t)x, R — H, ist stetig fir jedes x € H, d.h. die Familie
(U(t))ser ist starkstetig.

¢) Fiir v € D(T) eistiert U'(0)x := limy_o 1+ (U(t)x — x), und es gilt U'(0)x = iTx.
d) Fir x € H, fir welches U'(0)x existiert, gilt x € D(T).
e) Firxz e D(T) gilt

HU(0) ~ idm)U(s)e =% U(s)iTe = iTU(s)a.

Insbesondere ist U(s)x € D(T) (s € R).

Dieser Satz hat folgende Bedeutung fiir die Losung von Gleichungen, etwa Dif-
ferentialgleichungen. In der obigen Situation definiere y: R — D(T) C H durch
y(t) := U(t)z. Dann ist y eine Losung der Gleichung

i ) =Tyt (e,

y(0) = .

Beweis. a) folgt direkt aus dem Funktionalkalkiil.

b) Es gilt mit majorisierter Konvergenz
I(U () — idi)alp :/ye“s C1PdEL(s) — 0 (t - 0).

Damit folgt
[U(t)x = Ulto)x|| < |U(to)[| - [[(U(t —to) —idm)zl] — 0 (¢t = to).
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54 4. Operatorhalbgruppen

c¢) Sei x € D(T). Dann ist
! e . -
H¥<U(t)x ) — szH — ‘;(ez S 1) — is|2dE,(s).
Es gilt [(e* —1)| < s, denn z.B. gilt i [ e"*d\ = (" — 1). Damit

1 .
/ ’(—e”s — 1) —1is
t

da z € D(T), d.h. idy(ry € Lo(E,). Wegen (e — 1) —is — 0 (¢ — 0) folgt mit
majorisierter Konvergenz

2
dE,(s) < /432dE$(s) < 00,

2dE$(s) —0 (t—0).

1 : |12 1 :
H;(U(t)—ldH)x—szH = ’(ge S—1)—is
d) Definiere den Operator S durch

. - LUty —o
D(S) := {x ceH:U'(0)x= 11_{%? existiert },
Sz :=—iU'(0)x (x € D(9)).
Dann ist S linear, und wegen D(S) D D(T) ist D(S) dicht in H. Fir z,y € D(S)
gilt

(Sz,y) = < — ¢ lim

t—0 t
~ iy (s S )
= (s iy )
= (i g T2
= (z, Sy).

Also ist S symmetrisch, d.h. es gilt S C S*. Andererseits ist S D T und damit
S*CT*=T C S. Wir erhalten S =T, was d) zeigt.

e) folgt aus a) und c¢). Beachte dazu

d d
Y (to) = ZU(t)xli=ty = —-U(to + 8)|s=0

dt ds
_ %U(s”s:oU(to)x — U(to) U (0)a = iTU (to)a
=i Ty(to).
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4.2 Definition. Sei H ein C-Hilbertraum, U: R — L(H) eine Abbildung mit den
Eigenschaften a) und b) aus Satz 4.1. Dann heifit U(-) eine starkstetige einparamet-
rige unitdare Gruppe.

Wir wollen zeigen, dass alle solchen Gruppen die Form e’ mit einem selbstadjun-
gierten Operator 7" haben. Dazu brauchen wir folgendes Lemma.

4.3 Lemma. Sei T: D(T) — H ein Operator mit D(T) = H. Dann sind dquiva-
lent:

(i) T ist wesentlich selbstadjungiert, d.h. der Abschluss T ist selbstadjungiert.

(i) T ist symmetrisch und ker(T* + i) = {0}.

Beweis. Wir wissen aus Teil I der Vorlesung, dass fiir einen abgeschlossenen und
symmetrischen Operator gilt: Es gilt genau dann ker(T* + i) = R(T +14)* = {0},
falls T' selbstadjungiert ist. O

4.4 Satz (von Stone). Sei H ein C-Hilbertraum und U: R — L(H) eine starkstetige
unitire Gruppe. Dann existiert ein selbstadjungierter Operator T : D(T) — H mit
U(t) = e Der Operator T heifst die infinitesimale Erzeugende von U. Es gilt

D(T) = {x eH:U(0)x= liml(U(t)a: —z)eH em’stien‘}

t—0 ¢

und

Te=—iU'(0)z (xz€ D(T)).

Beweis. (i) Sei f € 2 := {f € C*(R) : supp f kompakt } und z € H. Dann
ist die Funktion g : R — H, t — f(t)U(t)z stetig mit kompaktem Tréager. Es
gilt g(R) = ¢(Q), d.h. g(R) C H ist separabel. Wegen ||g(t)|| = |f(t)] - ||=|| ist ¢
integrierbar beziiglich des Lebesgue-Mafes, d.h.

. ::/Rg(t)dt:/f(t)U(t)xdteH

existiert. Sei D :=span{z;: f € 2, v € H}.
(ii) Es gilt D = H. Dazu wihlen wir ¢ € 2 mit ¢ > 0, supp® € [~1,1] und
Jw(t)dt = 1. Derartige Funktionen gibt es, man wéhle etwa

1 1

Y(t) = Cexp (t——l - t—l——1> X(-1,1)(t)
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mit einer geeignet gewihlten Konstanten C. Fiir & > 0 sei ¢.(t) := L¢(%). Dann ist

supp ¢ C [—e,¢] und [ (t)dt = 1. )
Fir z € H gilt

o, - all = | / YO (1) — )dt]| < sup |U (1) — o] / Ge(t)dt =0 (e 0).

[t|<e

(iii) (Definition des Operators S) Es gilt

sxp=U /f xdt:/f(t)U(t+s)xdt:/f(t—s)U(t)xdt,

wobei die Transformation ¢ — ¢ — s verwendet wurde. Es gilt

sup | f'(7)].

‘ S TER

1
(f(t—s)— ‘—‘——/ft—7d7‘<‘—s
Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz ist

L v(s) - idu)ay — / / (t_si_f D ey =9 / (— ) (B U ().

S

Definiere nun den linearen Operator S durch D(S) := D und

1 1
Sz =lim —(U(s) —idy)xy = = x_p.
i

s—0 18

(iv) (Eigenschaften von S) Es gilt D(S) = H, U(t)D(S) € D(S) (t € R),S(D(S)) C
D(S) und U(t)Sx = SU(t)x fur t € R, x € D(S). Alles dies gilt nach Konstruktion
von S.

S ist symmetrisch: Seien z,y € D(S). Dann gilt

(x,Sy) = lim <:1: l(U(S) — idH)y> = lim< — ,l(U(—s) —idy)z, y>

s—0 18 s—0 18
. 1 .
= lim (—(U(s) = idu)r,y) = (Sa,y).

S ist wesentlich selbstadjungiert: Sei y € ker(S* — ¢). Dann gilt fiir z € D(S)

jtw ()2, y) = L%%((U(Hr s)z,y) — (U(t)z,y))
U

= lim <w U(t):v,y> = (iSU(t)x,y)

s—0

— (iU(t)e, S*y) C (U (1), iy) = U (1), y).
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An der Stelle (%) wurde verwendet, dass y € ker(S* — i) war. Damit erfiillt die
Funktion f(t) := (U(t)z,y) die Differentialgleichung f' = f, d.h. f(t) = f(0)e.
Wegen

fOI <T@ - Nyl = =l - NIyl
ist f beschrankt und damit f = 0.

Also haben wir (z,U(t)*y) = (U(t)z,y) = 0 fur alle « € D(S), d.h. |y|| =
|U(t)*y|| = 0. Wir haben gezeigt, dass ker(S* — i) = {0}. Genauso sieht man
ker(S* +4) = {0}. Nach Lemma 4.3 ist S wesentlich selbstadjungiert.

(v) (Definition von T) Sei T := S. Dann ist T nach (iv) selbstadjungiert. Setze
V = ", Zu zeigen ist noch U(t) =V (t) (t € R).

Falls z € D(S) € D(T), so gilt V'(t)xr = iT'V(t)x nach Satz 4.1 und U'(t)x =
iSU(t)z nach (iv). Fir w(t) := U(t)x — V(t)x erhalten wir

w'(t) =iSU(t)x —iTV (t)x = iTw(t)
und damit
—ANw@®P = (w'(t), w(t)) + (w(t), w'(#)) = i| = (Tw(t),w(t)) + (w(t), Tw(t))| = 0.

Wegen w(0) = (U(0) — V(0))z = 0 folgt daraus w = 0, d.h. U(t)z = V(¢t)x fiir alle
z € D(S) und t € R. Da D(S) dicht in H ist, folgt U(t) = V(¢) fir allet e R. [

Bisher betrachteten wir unitdre Gruppen. In vielen Fallen besteht der Indexbereich
nur aus dem halboffenen Intervall [0, 00), und die Operatoren bilden eine Halbgrup-

pe.

4.5 Definition. Sei F ein Banachraum, Q: [0,00) — L(E) eine Abbildung mit

(i) Q(0) =idg,
(i) Q@(s +1) = Q(s)Q(t) (s, =0),

(iii) im0 Q(t)z =2 (z € E).

Dann heifit () eine starkstetige Halbgruppe.

Der folgende Satz wird nicht bewiesen. Es handelt sich um das Analogon des Satzes
von Stone fiir den Fall einer Halbgruppe. Die Beweise sind dhnlich wie beim Satz von
Stone, allerdings haben wir keinen Hilbertraum und damit keinen Funktionalkalkiil
zur Verfiigung.
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4.6 Satz. Sei () eine starkstetige Halbgruppe in einem Banachraum E. Definiere

D(T) := {x €FE:Q0)z:= lim1 (Q(t)r —x) € E existiert }

t—0 ¢

und Tx = Q'(0)z (z € D(T)). Dann ist T dicht definiert, und fir x € D(T) ist
y: [0,00) = E, y(t) := Q(t)z eine Lisung des Anfangswertproblems

SuO=Ty(t) (t>0)

y(0) = .

Falls E ein Hilbertraum ist und Q(t) normal ist fir allet > 0, so ist auch T normal,
und es gilt Q(t) = e (t > 0).
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5. Ein kurzer Ausflug in die Quantenmechanik

Dieser kurze Abschnitt ist der letzte, der sich mit dem Spektralsatz im weiteren Sinne
beschiéftigt. Mit den bisher behandelten Begriffen und Methoden haben wir schon alles
zur Verfiigung, um die Quantentheorie zu formulieren. Die Operatortheorie ist das
wichtigste Hilfsmittel, um quantenmechanische Aussagen zu beweisen. Hier findet auch
das Spektrum eines Operators eine Interpretation. In diesem Abschnitt sollen vor allem
Begriffe geklirt werden.

5.1 Definition. Ein quantenmechanisches System ist beschrieben durch folgende
Groflen:

(i) Der Zustandsraum ist ein C-Hilbertraum H. Die Menge
Hy={¢eH:|]y| =1}

heifit die Menge der reinen Zusténde.

(ii) Eine Observable ist ein selbstadjungierter Operator in H (oder dquivalent dazu,
ein PV-Maf} FE). Beispiele sind der Ort X, der Impuls P, der Drehimpuls J, die
Energie H und der Spin o.

(iii) Sei S eine Observable mit Spektralmafl F. Falls das System im Zustand ¢ €
Hy, N D(S) ist, dann heifit (¢, S1p) € R der Erwartungswert der Observable S im
Zustand .

Fir A € B(R) ist
(¥, E(A)y) = [|[E(A)y||* = Ey(A) € [0,1]

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer Messung von S der gemessene Wert in
der Menge A liegt.

5.2 Bemerkung. Nach den obigen Definitionen und unter Verwendung des Spek-
tralsatzes gilt

(), S) = <w, /a et dEw> - /G o) 0B = /R AE,(\).

Damit stimmt der Begriff des Erwartungswertes aus Definition 5.1 (iii) mit dem
iiblichen Begriff des Erwartungswertes aus der Stochastik {iberein (wobei hier das
Mafl durch E gegeben ist).

5.3 Beispiel (Ortsobservable). Hier ist H = Ly(R). Die Ortsobservable X ist defi-
niert durch

(X)) (z) := 2ip(x),
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d.h. X = Tiq, ist der Multiplikationsoperator aus Abschnitt 3. Wie in Satz 3.13 ist

D(X) = {w € Ly(R) : /xQW(x)Pda; < oo}.
Nach Satz 3.13 ist X selbstadjungiert. Es gilt fiir das zugehorige Spektralmafl
(E(A))(x) = xa(z) - d(z) (v €R; AeB(R)).

Dies wurde (unter Verwendung von Spektralscharen) in den Ubungen zu Teil 1
der Vorlesung gezeigt. Damit ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens im
Gebiet A € B(R) gegeben durch

(0. B(AW) = Bo(A) = [ (o),

Damit ist |1(+)|*> die Aufenthaltsdichte des Teilchens, d.h. die Wahrscheinlichkeits-
verteilung hat |1 (-)|? als Dichte beziiglich des Lebesgue-MaSBes.

Man spricht von der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion in der
Ortsdarstellung nach Schrodinger.

5.4 Beispiel (Impulsobservable). Wieder ist H = Ly(R). Definiere die Abbildung
U:R = L(H), (U(a)p)(z) = ¢(z —a).

Dann ist U eine starkstetige unitére Gruppe (die starke Stetigkeit miisste man noch
nachrechnen). Nach dem Satz von Stone existiert ein eindeutiger Operator P mit
U(a) = e~P/" Dabei ist h eine Konstante, das Planksche Wirkungsquantum. Die
Konstanten i und das Minus-Zeichen sind (aus mathematischer Sicht) nur Konven-
tion.
Fir ¢ € 2(R) gilt

1 ) 1

~(U(a) —idp)i(z) = —((x — a) = ¥(x)) = —'(z) (a—0)

a a

punktweise und — mit majorisierter Konvergenz — auch in Ly(R). Damit ist P gege-
ben durch

D(P) = {1 € Ly(R) : o 1= lig L= =)

a—0 a

)]

existiert in LQ(R)},

Wenn man den Begriff der Ableitung allgemeiner gefasst hat (was im Abschnitt tiber
Distributionen in dieser Vorlesung der Fall sein wird), so kann man sehen, dass

D(P) = {¢ € Ly(R) : ¢/ € Ly(R)} =: H'(R).

Dabei ist H'(R) der sogenannte Sobelevraum der Ordnung 1.
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5.5 Lemma (Kanonische Vertauschungsrelationen nach Heisenberg). Fir die Orts-
variable X und die Impulsvariable P gilt

XP—PX C hi idp,m).

Beweis. Fir ¢ € 2(R) gilt

(XP— PX(a) = 2 /(2) = & la) 2l (a) = hii(a).

Damit gilt
XP — PX|gw = hi idgm) .

Sei A := £ (XP — PX). Dann ist A symmetrisch, d.h. es gilt A C A*, und idgg) =
Algmy C A C A*. Damit erhalten wir

AcA=a"c (idow ) = (o) = (dne)" = idre .

Im folgenden vereinfachen wir die Darstellung, indem wir & = 1 wéhlen.

5.6 Lemma (Kanonische Vertauschungsrelationen nach Weyl). Es gilt fir alle
a,beR

giaP gibX _ iba LibX iaP
Beweis. Der Operator e®* € L(H) ist der Multiplikationsoperator mit der Funktion
t — e AuBerdem gilt (e!Fy)(z) = ¢ (x + a). Somit gilt

(eiaPeibX,(/}) (SC) _ (eibXQ/})(SC + CL) _ eib(:r+a)w<x + a)

und
(eibXeianxx) — €ibx¢(1} + CL).
O

5.7 Definition. Sei S eine Observable und ¢ € Hy N D(S) ein reiner Zustand. Der
Erwartungswert von .S im Zustand 1 wird geschrieben als

(S)ei= (0.59) (= [ saBu(s)).
Fiir v € D(S?) € D(9) ist die Varianz von S im Zustand 1 definiert als
vary 1= (0,8 = (S)oidi)*v) (= [ (s = (90 dBu(s)).

Die GroBle (AS)y = /varyS heifit die Standardabweichung oder Unschérfe von S
im Zustand .
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62 5. Ein kurzer Ausflug in die Quantenmechanik

5.8 Lemma. In der Situation von Defintion 5.7 gilt (AS)y = 0 genau dann, wenn
Y ein Eigenvektor von S zum Eigenwert Xg := (S)y ist.

Beweis. Die folgenden Bedingungen sind alle dquivalent:
(AS)y =
[s=xapaE(s) =0
S =X Ey-fast iiberall,
Ey({Ao}) = ida,

¥ € R(E{Ao}),
¥ € ker(S — \).

O
5.9 Satz (Heisenbergsche Unschirferelation). Seien A, B Observable und sei ¢ €

D(A%*)N D(AB) N D(BA) N D(B?). Dann gilt

(AA)$(AB), > =(C)y,  mit C = %(AB — BA).

DN | —

Speziell folgt fiir die Orts- und Impulsobservable:

(AX)y(AP)y > = (¢ € Hi N D(X?) N D(P?)).

2
Beweis. Sei a := (A)y, b:= (B)y, Ao := A—aund By := B —b. Dann ist

ApBy — ByAg = AB — BA=iC
und

[ Aowll = (0, AGY)'? = (AA)y.
Analog gilt || Boy|| = (AB)y. Wir haben
2iIm(Agp, Boy) = (Ao, Boy) — (Bot, Agt)) = (¥, (AgBo — BoAo))) = —i(y), C).
Daraus folgt

(AA)y(AB)y = [[ Aol - | Bovl| = \(Ao¢7Bo¢>\

> | Im(Agt, Boy)| > | CY)| > =(C)y.

l\DI»—t

Der Spezialfall folgt aus Lemma 5.5. [
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5.10 Beispiel (Schrodinger-Gleichung). Sei E ein Hilbertraum, H : D(H) — E
ein selbstadjungierter Operator (der sogenannte Hamilton-Operator). Dann wird
die Zeitentwicklung eines Zustands 1y = ¥ (0) gegeben durch die unitdre Gruppe
U(t) = enf!*. D.h. wenn 1 der Zustand zur Zeit t = 0 ist, so ist ¥(t) := U(t)ty der
Zustand zur Zeit t.

Fiir g € D(H) gilt nach Satz 4.1

L d
—ihpb(t) = H () (t€R)

¥(0) = to.
Dies ist die Schrodinger-Gleichung zum Hamilton-Operator H.

a) Freies eindimensionales Teilchen: Hier ist H = ﬁPz, wobei m > 0 die Masse des
Teilchens ist. Fiir h: R — R, s — 5-s? gilt nach dem Funktionalkalkiil H = h(P).
Fiir ¢ € 2(R) ist der Operator H gegeben durch

Hip(a) = — 22 4/(a).

2m

b) Eindimensionaler harmonischer Oszillator: Hier ist der Hamilton-Operator H,

gegeben durch
. 1 mw?

Hy = 5 P?+ 5 X2,
d.h. fiir ¥ € Z(R) ist
R, muw?
Hb(r) = 2 o (a) + "o (),

Die Operatoren X, P und H in a) haben rein kontinuierliches Spektrum, fiir den
Operator H, gilt

1
U(Ho) = O'P(Ho) = {hw(n + 5) n e No}
Eigenfunktionen sind die Hermite-Funktionen

hy(x) := const - ¢ (di)ne_“’”Q.
x

Diese bilden eine Orthonormalbasis von Lo(R).
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6. Lokalkonvexe Raume

Bisher haben wir Konvergenz in normierten Rdumen oder in einer schwachen Topologie
kennengelernt. Andererseits kennen wir wichtige Konvergenzbegriffe, z.B. die punktwei-
se Konvergenz, die damit noch nicht erfasst wurden. Daher miissen wir allgemeinere
Réaume als normierte Rdume betrachten, die lokalkonvexen R&ume. Die Konvergenz
wird jetzt durch eine Familie von Seminormen definiert. So bedeutet die punktweise
Konvergenz in C([0, 1]) gegen 0 bedeutet die gleichzeitige Konvergenz aller Seminormen
pe(f) :=|f(t)| gegen 0. Die Theorie lokalkonvexer Rédume liefert auch die Grundlage fiir
die Distributionen, welche eine bedeutende Rolle bei Differentialgleichungen spielen.

6.1 Definition. a) Sei X ein K-Vektorraum und 7 eine Topologie auf X. Dann heift
(X, 7) ein topologischer Vektorraum, falls die Addition und Skalarmultiplikation
stetig sind.

b) Sei X ein Vektorraum und & eine Familie von Seminormen auf X. Fiir % C &
und € > 0 definiere

Uz. ={xeX|VpeZ px)<cec}
Sei 7o :={Ugz.: F C & endlich,e > 0}. Definiere weiter
T ={UCX:VeeUIUyen:x+UyCU}.
(Spéter werden wir sehen, dass 7 tatséchlich eine Topologie ist.)

Ein topologischer Raum (X, 7) heifit ein lokalkonvexer Raum, falls eine Familie &
von Seminormen auf X existiert, so dass 7 mit der oben beschriebenen Topologie
T4 Ubereinstimmt.

6.2 Bemerkung. In der Situation von Definition 6.1 gilt
a) 0 € U fiir alle U € .
b) Zu Uy, U, € 1g existiert ein U € 7o mit U C UyNU; (némlich U = Uz,02, min{e c2})-
c) Zu U € 1y existiert V € 7o mit V+V C U (némlich V = Uz ./2).
d) Alle U € 7y sind absorbierend, d.h. es gilt

Vee XIA>0:2¢e .
Denn es gilt © € A\Ug, falls A > %maxpeg, p(x).
e) ZuU € 1o und A > 0 existiert ein V' € 7 mit AV C U (némlich V' = Uz ./»).
f) Jedes U € 7y ist kreisformig, d.h.

{A: |\ <1}-UCU,
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6. Lokalkonvexe Rdiume 65

und absolutkonvex, d.h.

Ve,yeU la|+ |8 <1: ax+ Py e U.

6.3 Lemma. Sei & cine Familie von Seminormen, und seien T und 1y wie in
Definition 6.1.

a) T ist eine Topologie auf X, und 1q ist ein Nullumgebungsbasis.

b) (X, T%) ist ein topologischer Vektorraum.

Beweis. a) 0, X sind offen. Seien Uy, Us € 75 und z € Uy N Us. Dann existieren
Uio, Uz € 179 mit x + Uy C U;. Wihle nach Bemerkung 6.2 b) Uy € 79 mit Uy C
Uipo N Usg. Dann ist x + Uy C Uy N Us, d.h. U; N U, ist offen.

Sei I eine Menge, U; € 7» (i € I), und = € |J,.; U;. Dann existiert ein iy € I und
Uermit x4+ U C U, C U, Ui, dh. U, Ui ist offen.

b) (i) Sei W € 75 und U = {(z,y) € X x X : v +y € W}. Zu zeigen ist, dass U
offen ist beziiglich der Produkttopologie.

Sei (z,y) € U. Wihle Uy € 19 mit x + y + Uy C W. Wihle weiter nach Bemerkung
6.3c)ein Vermit V+V C Uy Dannist (x+ V) x (y+V) C U, d.h. U ist offen.

(i) Sei W € 7 und U := {(\,z) € Kx X : A\x € W}. Sei (A, z) € U. Wihle Uy € 7
mit Az + Uy C W. Dann existiert ein V' € 79 mit V + V' C Uy nach 6.2 ¢) und ein
e > 0 mit ex € V nach 6.2 d). Da V kreisférmig ist (6.2 f)), gilt (x — A\)z € V falls
lw— Al <e.

Wihle V € 7 mit 4V C V, falls || < |A|+¢ (6.2 e,f)). Fiir [A\—p| <eund v e V
gilt

wae+v)—dex=(u—Nz+p eV +V CU,.
Damit ist {u € K: |A —p| <&} x (x4 V) C U, d.h. U ist offen. O

6.4 Beispiele. a) Sei T' eine Menge, X eine Familie von Funktionen z: 7" — K.
Dann ist py(x) := |z(t)| eine Seminorm, und & := {p, : t € T'} erzeugt die Topologie
der punktweisen Konvergenz.

b) Sei T ein topologischer Raum und X C C(T) ein Vektorraum. Dann ist fiir jede
kompakte Menge K C T durch pg(z) := sup,cg |2(t)| eine Seminorm gegeben. Die
von & = {px : K C T, K kompakt} erzeugte Topologie heiit die Topologie der
gleichméfligen Konvergenz auf Kompakta.

c) Sei Q C R” offen und X = C*°(Q2). Im folgenden verwenden wir die iibliche
Multiindex-Schreibweise

D%p(x) == (%)al . (ain>ancp(x), fir o = (aq,...,0,) € N{.
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66 6. Lokalkonvexe Rdiume

Fir ¢ € C*°(Q) definiere

Pr.a(p) == sup [D%(z)]|
reK

fir o € Nj und K C €2 kompakt. Dann ist pg , eine Seminorm, und
P ={pkao:a €Ny, KCQ, K kompakt}

erzeugt eine lokalkonvexe Topologie auf C*°(£2). Versiecht man C'*(€2) mit dieser
Topologie, so schreibt man &(€2).

d) Sei wieder 2 C R"™ offen und sei K C 2 kompakt. Setze
DK () :=={p € C(Q) : suppy C K}.

Dann wird durch p,(¢) := sup,cx [(D%@)(2)|, @ € N§, eine Familie von Seminormen
definiert und damit eine lokalkonvexe Topologie auf Zx ().

e) Sei 2 C R” offen. Definiere

2(Q) :={p € C™(Q) : supp ¢ kompakt} = U D (Q).

KCcQ
K kompakt

Sei fir K C Q, K kompakt, 7 die in d) definierte Topologie auf Zk(2). Setze
P ={p: 2(N) — [0,00) | p Seminorm , ¥V K C Q kompakt : p|y, stetig bzgl. 7x}.

Dann erzeugt & eine lokalkonvexe Topologie auf Z(12).

f) Sei X ein normierter Raum. Dann erzeugen die Seminormen

pr(x) = f(=)] (f € X')
die schwache Topologie auf X.

Auf dem Dualraum X' erzeugen die Seminormen

pa(f) = f(2)| (€ X)

die schwach-*-Topologie.

g) Seien X und Y normierte Rdume. Dann erzeugt die Familie
po(T) = || Txl| (2 € X),
die starke Operatortopologie auf L(X,Y’), und
Pay(T) = |f(Tz)| (xe€ X, feY)

die schwache Operatortopologie auf L(X,Y).
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6.5 Definition (Schwartz-Raum). Der Vektorraum .%(R™) besteht aus allen Funk-
tionen f € C*°(R"), fiir welche gilt:

VaeNiVmeNy: pam(f):=sup(l+|z|™)|Df(x)] < .
TeR™

Dabei ist |z| := (3.7, |:]?)'/2. Der Raum . (R") heifit Schwartz-Raum oder der
Raum der schnell fallenden Funktionen. Durch die Familie & = {pom @ «a €
Ng, m € Ny} wird Z(R"™) zu einem lokalkonvexen Vektorraum.

6.6 Lemma. Die Familie &2 von Seminormen erzeuge die lokalkonvere Topologie
7 auf X. Dann sind dquivalent:

(i) (X, 7) ist Hausdorff-Raum.
(i) Zu x € X \ {0} existiert ein p € & mit p(z) # 0.

(iii) Es gibt eine Nullumgebungsbasis 1o mit (), = {0}.

Beweis. (1)=>(ii). Zu z # 0 wihle Nullumgebungen U und V mit (z+U)NV = (.
O.E. sei V. = Uz, fiir eine endliche Teilmenge .# C 2, ¢ > 0. Wegen z ¢ V gilt
p(x) # 0 fiir ein p € Z.

(ii)= (iii). Es gilt € Ny, U =5 .Uz . genau dann, wenn fiir alle p € & gilt
p(z) = 0.

(iii)== (i). Sei © # y. Wéhle U € 7o mit x —y ¢ U. Da (z,y) — = — y stetig ist,
existieren Nullumgebungen V und W mit W —V C U. Damit ist (z4+V)N(y+W) =
0. O

6.7 Satz. Fin topologischer Vektorraum (X, 1) ist genau dann lokalkonver, wenn es
eine Nullumgebungsbasis 1o aus absolutkonvexen absorbierenden Mengen gibt. Ge-
nauer ist in diesem Fall 7 die von den Minkowski-Funktionalen

po(z) =inf{A>0:2€ XU} (Ue€mn)

erzeugte lokalkonvexe Topologie.

Beweis. a) Falls (X, 1) lokalkonvex ist, ist 75 aus Definition 6.1 ein solche Nullum-
gebungsbasis nach 6.2 d) und f).

b) Sei 19 eine Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen und absorbierenden Mengen.

(i) Da U € 1y absorbierend ist, ist py(z) < oo (x € X).
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(ii) Wir zeigen, dass py sublinear ist, d.h. dass gilt

pu(Az) = Apy(z) (A>0, z € X),
pu(r+y) <pu(r)+puly) (z,y€X).

Die erste Zeile ist klar. Zu x,y € X und € > 0 wihle A,z > 0 mit A < py(z) + &,
p<pu(y)+e §€Uund 4 €U. Dann ist

A x By rty
Adp XN A+pp A+p

el

da U absolutkonvex und damit konvex ist. Somit gilt

po(z+y) <A+ p <py(x)+puly) + 2.

Da ¢ beliebig war, erhalten wir py(z + y) < pu(z) + pu(y).

(iii) Es gilt py(Ax) = [A|pr(z) (A € K). Dies gilt nach (ii) fiir A > 0, also sei o.E.
|A| = 1. Da U absolutkonvex und damit kreisférmig ist, gilt AU = U, und damit
pu(Az) = prv(Ax).

(iv) Nach (ii) und (iii) ist py eine Seminorm. Sei 7 die von {py : U € 19} erzeugte
lokalkonvexe Topologie. Dann kann man direkt nachrechnen, dass 7 = 7. O]

Im folgenden schreiben wir stets 74, falls die lokalkonvexe Topologie von der Familie
& von Seminormen erzeugt wird.

6.8 Lemma. Sei (X,74) ein lokalkonvezer Raum.

a) Fir eine Seminorm q : X — [0,00) sind dquivalent:
(i) q ist stetig.
(ii) q ist stetig bei 0.

(iii) {z: q(z) <1} =q7([0,1]) ist eine Nullumgebunyg.

b) Alle p € & sind stetig.

c) Eine Seminorm q ist genau dann stetig, wenn M > 0 und % C &, ¥ endlich,
existieren mit q(x) < M max,ez p(x).

Beweis. a) (i) =
eq~'([0,1]) = ¢7*([0

lg(z +y) —q(@)] < q((z +y) —2) =q(y) <e,

(i) = (iii) ist trivial. (ili) = (i). Zux € X, e > 0sei U :=
,€]). Dann gilt fir y € U
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d.h. ¢g(z+U) C [q(x) — &, q(x) + €]. Somit ist ¢ stetig.
b) Nach Definition von 74 ist {x : p(z) < 1} fiir alle p € & eine Nullumgebung.

c¢) Nach a) ist ¢ genau dann stetig, wenn gilt
3e>0,7 C P, .F endlich: Uz, C ¢ ([0,1]).

Da Uz . = {z : maxyez p(z) < e}, ist dies dquivalent zu

1
de>0,.% C &, .7 endlich : q(z) < —maxp(x).

€ peF
U
6.9 Korollar. Sei (X,7%) lokalkonver und
P C 2 C{q:q ist Tp-stetige Seminorm auf X }.
Dann ist T = 79.
Beweis. Das folgt sofort aus Lemma 6.8 c). O

6.10 Satz. Seien (X,75) und (Y, 79) lokalkonvexr und T : X — Y linear. Dann
sind dquivalent:

(1) T ist stetig.
(i) T ist stetig bei 0.

(iii) Istq:Y — [0,00) eine stetige Seminorm, so ist goT : X — [0, 00) eine stetige
Seminorm.

(iv) Fir alle ¢ € Q existiert ein endliches F C &2 und M > 0 so dass q(Tz) <
M max,cz p(z) (x € X).

Beweis. (i)<=-(ii) wie im normierten Fall.
(i)==(iii) klar als Komposition stetiger Funktionen.
(iii)==-(iv) nach Lemma 6.8 b) und c).

(iv)=(ii). Sei V ={y : ¢;(y) <e (i=1,...,n)} eine Nullumgebung in Y. Wihle
Fi C P und M; > 0 zu ¢; nach (iv) und setze .Z# = {J;_, %;, M := max; M;. Dann

0. ]
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6.11 Korollar. Sei (X,75) lokalkonvex. FEine lineare Abbildung ¢ : X — K ist
genau dann stetig, wenn es endlich viele py,...,p, € & und M > 0 gibt mit

|0(x)| < erllax pi(z) (x € X).

Beweis. Das ist Satz 6.10 mit (Y, 79) = (K, |-|) (d.h. 2 ={]-|}. O

6.12 Definition. Seien (X, 7%) und (Y, 72) lokalkonvex. Definiere
L(X,Y):={T: X — Y | T linear, stetig}.

Wir setzen X' := L(X,K).

6.13 Bemerkung. Nach Satz 6.10 ist L(X,Y") ein Vektorraum.

Es folgt ein kleiner Einschub iiber Netze.

6.14 Definition. a) Eine Menge I mit einer Relation < heifit eine gerichtete Menge,
falls

()i<i (e,

(ii) Aus ¢ < jund j <k folgt i <k (i,j,k € I),

(iii) Fiir alle 4, j € I existiert ein k € I mit ¢ < k und j < k.

b) Ein Netz in einer Menge X ist eine Abbildung I — X, wobei I eine gerichtete
Menge ist. Man schreibt (x;);c; C X.

¢) Ein Netz (z;)ier in einem topologischen Raum (X, 7) heifit konvergent gegen
x € X, falls fiir jede Umgebung U von z ein j € [ existiert, so dass fiir alle ¢+ > j
gllt x; € U.

Die Verwendung von Netzen hat den Vorteil, dass man Begriffe wie Stetigkeit leicht
beschreiben kann, auch wenn es keine abziahlbare Nullumgebungsbasis gibt (in die-
sem Fall — etwa bei metrischen Rdumen — kann man sich auf Folgen beschrianken).
Der folgende Satz wird nicht bewiesen.

6.15 Satz. Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Riume.
a) Sei M C X und x € X. Dann sind dquivalent:

(i) € M.
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(ii) Es existiert ein Netz (x;)icr C M mit v; — x.
b) Sei f: X =Y eine Abbildung und xo € X. Dann sind dquivalent:

(i) f ist stetig an der Stelle xy.

(ii) Fir alle Netze (x;)ie; C X mit x; — x gilt f(x;) = f(z).

6.16 Satz. Sei (X,7») lokalkonvexr. Ein Netz (x;);c;r C X konvergiert genau dann
gegen xo € X, wenn fir alle p € & gilt p(x; — x¢) — 0.

Beweis. Es gilt x; — x9 genau dann, wenn z; — xg — 0. Somit sei 0.E. 2o = 0.

(i) Es gelte ; — 0. Nach Lemma 6.8 sind alle p € & stetig, also folgt mit Satz 6.15
b) p(z;) — 0.

(ii) Es gelte p(x;) = 0 fir allepe . Sei U = Uy . € 19. Zu p € F existiert i, € [
mit p(z;) < e (i > i,). Da I gerichtet ist, existiert ein j € I mit j > i, fiir alle
peZ. . Firi>jund p € Z folgt p(x;) < e, dh. z; € Uz, (i > j). Also gilt

6.17 Satz. Sei (X,7%) lokalkonvex. Dann ist der Abschluss einer konvexen Menge
konvez.

Beweis. Sei C C X konvex, z,y € C' und 0 < X < 1. Seien (;); und (y;); Netze in
C mit z; — z und y; — y. Da X topologischer Vektorraum ist, gilt lim;(Az; + (1 —
Ny)) =Xz + (1 =Ny, dh. Az + (1 =Ny e C. O

6.18 Definition. a) Seien X, Y K-Vektorrdume und (-|-) : X x Y — K eine
bilineare Abbildung. Dann heifit (X,Y’) ein duales Paar, falls

Vee X\{0} JyeY : (z|y) #0,
VyeY\{0} 3z e X: (z|y) #0.

b) Sei (X,Y) ein duales Paar. Zu y € Y definiere die Seminorm p,(x) := [(z|y)|.
Dann heifit die durch & := {p, : y € Y} auf X erzeugte lokalkonvexe Topologie die
o(X,Y)-Topologie.

6.19 Beispiel. Sei X lokalkonvex mit Dualraum X'. Dann ist (X, X”) mit (z|z’) :=
2'(x) ein duales Paar, und o(X, X’) heifit wie im normierten Fall die schwache
Topologie auf X. Analog heifit o(X’, X) die schwach-*-Topologie auf X’ (Topologie
der punktweisen Konvergenz).
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6.20 Lemma. Sei X ein K-Vektorraum und ¢,0+,...,0, : X — K linear. Dann
sind dquivalent:

(i) ¢ € span{ty,..., 0,}.

(i) IM>0: [l(x)] < Mmax;—y_,|li(z) (ze€X).

.....

(iii) ()i, ker ¢; C ker /.

Beweis. (i)==(ii)==-(iii) ist klar.

(iii)==(i). Sei

by ()
V= : re X p CKM
ln(2)
Dann ist
b (z)
D : — (x)
()

wohldefiniert und linear auf V. Daher existiert eine lineare Fortsetzung K" » K
von @, d.h. es gilt ®(§) =Y, ;& Damit gilt
b () b (x) n
=l |- : || - et
ln () ln () =1

O

/!
6.21 Korollar. a) Sei (X,Y) ein duales Paar. Dann ist (Xa(x,y)> =Y, d.h. ein

lineares Funktional  : X — K ist genau dann o(X,Y)-stetig, wenn {(x) = (x|y) fir
emyey.

b) Sei (X, 1) lokalkonvex (z.B. normiert). Dann ist ein lineares Funktional { : X —
K genau dann schwach stetig (d.h. o(X, X')-stetig), wenn es T-stetig ist.

c) Sei (X, 1) lokalkonvex. Dann ist ein lineares Funktional £ : X' — K genau dann
schwach-*-stetig, wenn es die Form {(z') = x'(x) fir ein x € X hat.

Beweis. a) folgt direkt aus Korollar 6.11 und Lemma 6.20. b) und c¢) sind direkte
Folgerungen aus a). [
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6.22 Satz. . Sei (X,Y) ein duales Paar, (T, T) ein topologischer Raum, und f: (T, 1) —

(X,0(X,Y)) eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig, wenn alle Funktionen
yof:T—-K (yeY), t— (f(t)|y) stetig sind.

Insbesondere ist o(X,Y) die gréobste (kleinste) Topologie auf X, fir die alley € Y
stetig sind.

Beweis. (i) Sei f stetig. Nach Korollar 6.21 ist jedes y € Y o(X, Y)-stetig, d.h. jedes
yo f:T — K ist stetig.

(ii) Seien alle y o f : T — K stetig, und sei t € T. Sei U eine Nullumgebung (bzgl.
o(X,Y)) in X. O.E. sei

U={zxe X:[{z|ly)| <e,i=1,...,n}.

Da die Funktionen [(f(-)|y:)] : X — K nach Voraussetzung stetig sind, existieren
Umgebungen W; von ¢ mit

(f(t) = f9)|y)| <e (seW,;,,i=1,...,n).

Fir W:=,_, ,, Wi folgt f(W) C f(t)+ U, d.h. f ist stetig in . O

-----

6.23 Satz. Sei (X,7%) ein lokalkonvexer Hausdorff-Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X st metrisierbar (d.h. es existiert eine Metrik d auf X x X, welche die
Topologie T erzeugt), wobei die Metrik translationsinvariant definiert werden
kann.

(i) O besitzt eine abzdihlbare Umgebungsbasis.

(i) 7o wird bereits durch abzihlbar viele Seminormen erzeugt.

Dabei ist eine Metrik d translationsinvariant, falls gilt

dx +z,y+2)=dx,y) (v,y,2 € X).

Beweis. (1)==(ii) gilt allgemein in metrischen Rdumen.

(il)==(iii). Sei B = {u,, : n € N} eine Umgebungsbasis. Dann existieren Uz, ., € 7
mit Ug, ., C U,, und {Ugz, ., : n € N} ist abzidhlbare Umgebungsbasis. Dann

erzeugt |, oy Fn C & bereits die Topologie 7.

(iii)==(i). Sei & = {p, : n € N}. Definiere d(z,y) == >~ 2~ "M Dann gilt

1+pn(z—y)
0 < d(z,y) < 1. Man rechnet direkt nach, dass d eine Metnk ist und 7 erzeugt. [
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6.24 Definition. a) (Cauchyfolge) Sei (X, 7) ein topologischer Vektorraum und
{Uqs}aca eine Umgebungsbasis der 0. Eine Folge (x,),en € X heifit Cauchyfolge,
falls fiir jedes o € A ein ng € N existiert mit z,, — z,, € U, (n,m > ng).

(X, 7) heifit vollstandig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

b) Ein lokalkonvexer Raum (X, 7%) heifit Fréchet-Raum, falls 75 durch eine trans-
lationsinvariante Metrik induziert wird und falls X vollsténdig ist.
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Erst die Theorie der Distributionen ermdéglicht einen sinnvollen und erfolgreichen Um-
gang mit Differentialgleichungen und Differentialoperatoren. Distributionen erlauben
es uns, die Ableitungen von Funktionen zu betrachten, die nicht im klassischen Sinne
differenzierbar sind. Insbesondere kann man jetzt auch Ableitungen von L,-Funktionen
betrachten und damit diese Banach- bzw. Hilbertraumtheorie (fiir p = 2) bei Untersu-
chungen {iiber die Losbarkeit von Differentialgleichungen verwenden. Auch die Fourier-
Theorie erfahrt hier eine deutliche Erweiterung. Der Raum der Testfunktionen, der zur
Definition von Distributionen verwendet wird, muss topologisiert werden. Dies geschieht
in Form einer lokalkonvexen Topologie, die wir zum Gliick schon kennen.

a) Der Raum der Distributionen 2'(1)

Wir wiederholen einige Begriffe, die in Beispiel 6.4 diskutiert wurden. Sei {2 C R"”
offen und K C 2 kompakt. Dann ist

2(9Q) :={p € C*(Q) : supp ¢ kompakt},
und
Dk (Q) :={p e C™®(Q) :suppp C K}.

Durch die Familie

Pa,x (@) = sup |D%p(x)| (o € Np),

wird Zk(€2) zu einem lokalkonvexen Raum. Wir schreiben in diesem Fall (P, 7x).
Dieser ist nach Satz 6.23 translationsinvariant metrisierbar. Eine dquivalente Familie
von Seminormen ist gegeben durch

PN,k () == max sup [D*p(z)| (N € No).
|o|<N zeK

Durch
P ={p: 2(Q) — C: p Seminorm,py, ) stetig bzgl. 7x}

wird auch 2(2) zu einem lokalkonvexen Raum. Wir schreiben (2, 7).

7.1 Lemma. Der Raum (Zx(Q), k) ist Fréchetraum.

Beweis. Es ist nur noch die Vollstdndigkeit zu zeigen. Wir wéhlen folgende Umge-
bungsbasis der 0:

Uy = {gp € Tx(9Q) : prx(y) < %}

75
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Sei (¢n)nen C Pk (2) eine Cauchyfolge. Zu N € N existiert ein ng € N mit
on —om € Uny  (n,m >ny),

d.h. sup,ex | DY (2) — D¢p(z)| < % (Ja| < N,n,m > ny). Daher konvergiert
(DYppn)nen gleichméBig auf K gegen eine Funktion f,. Es gilt ¢, — ¢ := f, und
D%p, — fo = D%p. Somit py(p, —¢) — 0 fur alle N € N, d.h. ¢, = ¢ in Zk(Q)
(Satz 6.16). O

7.2 Lemma. a) Die Relativtopologie von T auf P (§2) stimmt mit Tx dberein.
b) Dk () ist T-abgeschlossen in D(€2).
c) (2(Q),7) ist Hausdorff-Raum.

d) Sei Y lokalkonvexr und L : 2(2) — Y linear. Dann ist L genau dann T-stetig,
wenn alle L| g, () Ti-stetig sind.

Beweis. a) nach Definition wird die Relativtopologie von der Familie von Seminor-
men

2 = {ploxw :p € 7}
erzeugt. Es gilt

{pnk : N € N} C 2 C {q: q ist Tx-stetige Seminorm }

und damit ist nach Korollar 6.9 79 = 7.
b) ist klar nach a) und Lemma 7.1.

c) Sei ¢ # 0. Dann existiert ein x €  mit p(z) # 0 und daher 7, () # 0. Nach
Lemma 6.6 ist 2(Q2) ein Hausdorff-Raum.

d) (i) Sei L 7-stetig. Dann ist L|g, (o) Tk-stetig nach a).

(ii) Sei ¢ eine stetige Seminorm auf Y. Dann ist ¢ o L|g, (o) eine stetige Seminorm
auf Ik (Q) fiir alle Kompakta K, d.h. go L € &. Damit ist go L T-stetig. Nach Satz
6.10 ist L T-stetig. O

7.3 Satz. Sei (pn)nen C Z(Q2). Dann sind dquivalent:

(i) @0 — 0 in 2(9).

(ii) FEs existiert ein Kompaktum K C Q mit supp ¢, C K fir alle n € N, und fir
alle o € Ny gilt

sup | D%p(z)] = 0 (n — o0).
zeK

Stand: 16. 3. 2010
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Beweis. (ii) heit ¢, € Dk () und ¢, — 0 in Zx (). Damit ist (ii)==-(i) trivial.

(i)==(ii). Sei ¢, = 0 in Z(2). Angenommen, es existiert kein K wie in (ii). Dann
existiert eine Folge (K )nen kompakter Mengen mit Ky C Ky C ..., U,y K =
und eine Teilfolge (¥, )nen von (@y)nen mit

n € i, () \ D, (2).

Wibhle z,, € K, \ K,—1 mit o, := |[¢,(x,)| > 0. Dann ist 7, : ¢ — %|gp(mn)| stetig
(sieche Beweis von Lemma 7.2).

Jedes kompakte K C 2 liegt in einem der K,, wegen |, K, = €. Also ist 2(Q2) =
Unen Zk.,. (). Es gilt m,| 9, (o) = 0 fiir n > m. Daher ist

T(p) =D malep)

neN

fir jedes p € 2(Q) eine endliche Summe, und damit 7 eine wohldefinierte Seminorm.
Es gilt

N
7T|9K(Q) = Z'ﬂ-n|@K(Q) falls K C Ky.
n=1
Somit ist 7 € & und insbesondere T-stetig. Es gilt 7(¢,) > m,(¢,) = 1. Aber wegen

on — 0 gilt auch 7(¢,,) — 7(0) = 0, Widerspruch. O

7.4 Bemerkung. Man kann zeigen, dass auch in 2(2) jede Cauchyfolge konver-
giert. 2(Q) ist aber kein Fréchetraum (nicht metrisierbar).

7.5 Definition. Der Raum 2'(Q2) wird definiert als Dualraum 2'(Q2) := (2(2), 7)’.
Die Elemente von 2/(2) heiflen Distributionen auf Q. Der Raum Z(£2) heiit auch
der Raum der Testfunktionen.

7.6 Lemma. Sei A : 2(Q) — C linear. Dann sind dquivalent:

(i) Ae 2'(Q).
(ii) Fir alle Kompakta K C Q ist A| g, 0) € (Zk(Q), k)"

(iii) Fir alle Kompakta K C Q existieren m € Ny, ¢ > 0 mit

[Ap| < epm(p) = ¢ sup sup [D%(z)| (¢ € Dk (1)),

la|<m zeK

(iv) Gilt o, — 0 in 2(2), so gilt Ap,, — 0 in C.
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Beweis. (1)<=-(ii) nach Lemma 7.2 d).
(ii)«<=-(iii) nach Korollar 6.11.
(i)==(iv) ist klar (gilt sogar fiir Netze).

(iv)==(ii) Nach (iv) ist Ag, () folgenstetig. Aber (Zx(Q2),7x) ist Fréchetraum,
insbesondere metrisierbar. Also ist A|g, () stetig. ]

7.7 Definition. Sei A € Z2'(A).

a) ord A ;= inf{n e N: V K C Q, K kompakt 3 ¢ > 0: Vp € Zg(Q) : |Ap| <
P (p)} € NgU{oo} heifit die Ordnung von A.

b) Sei U C  offen. Die Distribution A verschwindet auf U, falls Ap = 0 fur
alle ¢ € 2(02) mit suppy C U gilt. Die Menge suppA = Q\ {U{U C Q :
A verschwindet auf U} heifit der Trager von A.

7.8 Beispiele. a) Zu zp € Q heifit §,, : 2(Q) — C, ¢ — ¢(x), die Dirac-
Distribution. Wegen

1020 (2)] < po.x () = sup lp(z)] (¢ € Zx(Q))

ist ord 0., = 0. Wir schreiben auch ¢ := §y. Es gilt supp d,, = {xo}.

b) Sei Li*¢ := {f: Q — C | f messbar , f-xx € L1(Q) fiir alle K C Q kompakt }/{f =
0 fast iiberall }. Es gilt C(Q) C LP(Q) und Ly () C LP(Q).

Zu f € [Y°(Q) defniere

Mwwzéﬂmw@m (p € 2().

Dann ist

Ao < ([ F@lde) -swple@] (o € F(@),

zeK

dh. Ay € 2'(Q) und ord Ay = 0.

Die Einbettung LY°(Q2) — 2'(Q) ist injektiv: Sei [ f(z)¢(x)dz = 0 fiir alle ¢ €
2(Q). Dann gilt [, f(z)dz = 0 fiir alle kompakten K C Q (Approximation durch
C>-Funktonen). Daher gilt [, f(x)dx = 0 fiir alle Borelmengen A € B(2) und
damit f = 0 fast iiberall.

c) Sei pu : B(Q) — C ein komplexes Mafl oder p : B(Q) — [0,00] ein Mafi mit
pu(K) < oo fiir alle kompakten Teilmengen K C 2. Dann wird durch

MW%—/WW (o€ 2()
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eine Distribution A, € 2'(Q2) definiert. Die Abbildung p — A, ist injektiv, was man
genauso wie in b) sieht.

d) Die Abbildung ¢ — ¢'(0) ist in 2'(R) wegen |¢'(0)] < pi(¢) und besitzt die
Ordnung 1. Analog gilt ¢ — D%p(0) € 2'(2) mit Ordnung ||

7.9 Definition und Satz. Fir A € 2'() und a € Ny setze

(D*A)(p) = (=1)IA(D%) (v € 2()).

Dann ist D*@ € 2'(Q) und D*: 2'(Q) — 2'(Q) ist schwach-*-stetig (d.h. stetig
bzgl. o(2'(Q2), 2(02)) ).

Beweis. Die Ableitung D : Pk (2) — Pk () ist wegen py x(D*¢) < Dnijal,k(9)
stetig fiir alle Kompakta K C 2. Also ist (Lemma 7.2) die Abbildung D : Z2(Q2) —
2(Q) stetig.

Wegen D%p € 2(0Q) fiir alle ¢ € Z(Q) ist fiir jedes ¢ die Abbildung

A (=1)IA(D) = (D*A)(p), Z'(R") = C
a(2'(Q), 2(2))-stetig. Nun kénnen wir Satz 6.22 mit 7' = X = 2'(Q2) und YV =
2(Q) anwenden und erhalten, dass D* : 2'(Q2) — 2'(Q2) stetig ist. O

7.10 Beispiele. a) Sei f € Cl°/(Q). Dann ist
DAS(g) = (—1)/Af (D) = (~1) / F(2) D% () d
- / (D° F) () pla)dx = Apes(p).

d.h. D® ist eine Erweiterung der klassischen Ableitung.
b) Betrachte die Heavisidefunktion H = X9y C L*(R). Dann gilt fiir ¢ € Z(R)

Ny(p) = —An(e) = — / Voo (2) () = — / " Y(a)da
—p(x)]y = ©(0) = (),

d.h. es gilt H' = ¢ im Distributionssinne.
c) Sei fiir z € R? die Funktion f gegeben durch

11
f(z) = {_E oy falls @ #0,

0, sonst.
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Dann ist f € LI°°(R%), und fiir den Laplace-Operator A := Y7 02, gilt
AA; = .

(Dies kann man durch direktes Nachrechnen zeigen.) Die Funktion f heift daher
eine Fundamentallosung fiir den Laplace-Operator.

7.11 Definition und Satz. Sei A € 2'(Q2) und f € C>(2). Definiere

f-Me)=Af-¢) (p€2(Q).
Dann ist f - A € 2'(Q).

Beweis. Sei K C € kompakt. Dann existieren N € Ny und C' = Cy x > 0 mit
A(fo)l < Crnpn(fe) (v € k().

Verwende nun die Leibnizformel
o a a—
(-0 =3 (5) 0 nwe)
BLla

Dabei ist f < « komponentenweise zu verstehen. Damit sieht man py(fy) <
C' gk nPN (). Es gilt also

IA(fo)l < CxnChrnpn(p) (¢ € Zk(2)),
dh. f-A e '(Q). O

7.12 Definition. a) Seien u,v : R" — C Funktionen, so dass (y — u(y)v(z —y)) €
L'(R™) fiir fast alle z € R". Dann heifit

(wr ) = [ uly)ole - y)dy (o€ B
die Faltung von v und v.
b) Definiere zu € R™ den Verschiebungsoperator 7, durch

=ply—2) (p€ 2(R")),
=u(T.p) (u€ Z'(R")).

(720) (y)
(Tz) ()
(

Setzt man auBerdem @(y) := ¢(—y), so ist (7.9)(y) = p(z —y).
c) Sei uw € Z'(R™) und ¢ € Z(R"). Fiir x € R™ definiere
(ux p)() = u(rap)

(Faltung von u und ¢). Beachte, dass u* ¢ eine Funktion und keine Distribution ist.
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7.13 Satz. Seien u € Z'(R™) und p,¢ € 2(R"™). Dann gilt

a) To(uxp) = (T,u) *x o =ux (1,0) (z€R™).
b) uxp e C®R") und D*(uxp) = (D) x p =ux (DY) (e Np).

c) ux (o) = (ux*ep)*p.

Beweis. a) Dies zeigt man direkt durch Einsetzen der Definitionen:

[7e(ux 0))(y) = (ux @) (y — 2) = u(ry =),
[(e) * @l(y) = (o) (7,0) = w(Ty—0p),
(T2p)”

[ (ma0) () = (7 (720))) = ulry—sp)-

b) Es gilt 7.((D%)")) = (=1)I*ID(7¢), d-h. (ux (D*¢))(x) = ((Du) * ¢)(x).

Sei e = e; der j-te Einheitsvektor in R™. Fiir € R klein setze 7, := %(7’0 — Tre), d.h.
es gilt

o)) = PLZI T = 5 o) i ().
Nach a) gilt n,.(u * p) = u * (n,¢) und damit
T((mr¢))) = 7(0s,0)) In Z(R")  (z €R").
Somit gilt [u * (n.¢)](x) — (u* (0;0))(x). Insgesamt haben wir also
Ox, (U x ) = ux (On;0).
Iteration ergibt nun u % ¢ € C*°(R™) und die behauptete Gleichheit in b).
c) Es gilt

(% $))(t) = (p % B)(—t) = (1 % 9) (— /w i s)d

= [wt=shots — s = [i)moeds

Die Abbildung s — ¢(—s)p(s — 1) ist stetig mit kompaktem Tréiger K C supp ¢ +
supp ©. Weiter gilt

(e (9= 9))(O) = ullp e 9)) = u( | (o)l )d)

= u(Tsp ds-/¢ J(u* p)(s)ds

((U * ) * 1)(0).

Wende diese Gleichheit auf 7_41 statt auf ¢ an und erhalte die Behauptung von
c). O
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Im letzten Beweis wurde verwendet, dass man die Funktion [ 7,((-)ds als Limes
von Z(R™)-wertigen Treppenfunktionen schreiben kann und das Integral mit u ver-
tauschen kann. Dies ist nicht kompliziert, setzt aber den Begriff des Integrals iiber
Funktionen mit Werten in lokalkonvexen Rédumen voraus. Daher wird hier darauf
verzichtet.

7.14 Satz. Sei h € Z(R") mit h > 0 und [, h(z)de = 1. Zu e > 0 definiere
he(x) := e "h(Z). (Dann heift die Familie (h:)->o eine glittende Funktionenfamilie,
englisch mollifier.)

a) Fir ¢ € 2(R™) gilt im0 (@ * hii) = @ in 2(R").
b) Fiiru € 2'(R™) gilt limy o0 (u * hy ) = u in Z'(R").

Beweis. a) Es gilt f * hyj, — f gleichméBig auf Kompakta fiir jedes stetige f, wie
man folgendermaflen sieht:

U*mmmwz/#m—ymw@My:/}m—ymwww@

= /f(x— %)h(z)dz

 f(@) [ W)z = fla).

Dabei wurde f(z — ) — f(z) punktweise und majorisierte Konvergenz verwendet.

Somit gilt D*(p*hy/x) = D% (k — 00) gleichméBig auf allen kompakten Mengen
fiir alle a € Nij. Da supp hy /., = (supp h)/k gilt, existiert ein K C R", K kompakt,
mit supp(¢ * hys;) C K. Nach Satz 7.3 (ii) und Satz 7.13 gilt daher ¢ * hy/, — ¢ in
Z(R™).

b) Unter Verwendung der Stetigkeit von u und von 7.13 c) sieht man

u(@) = (w9)(0) = lim (u (5 ayg))(0) = lim ((u ) *0)(0)

k—o00

= lim (u foryp) ()

fiir alle p € Z(R™). Dies heiit aber, dass u * hy/, — v in 2'(R™) in der schwach-*-
Topologie. O

b) Der Schwartz-Raum . (R") und die temperierten
Distributionen
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Der Schwartz-Raum .#(R™) ist uns schon aus Beispiel 6.5 bekannt. Wir wiederholen
noch einmal die wichtigsten Definitionen. Der Raum .#(R") ist definiert als die
Menge aller f € C°(R"), fiir welche gilt:

VaeNyVmeNy: pom(f) < oo.
Dabei sind die Seminormen p,, ,, definiert durch

Pagm(f) := sup (1 + [x[™)|D* f(x)].

zeR™

Durch die Familie von Seminormen
P = {pam @ € NJ, m € No}

zu einem lokalkonvexen topologischen Vektorraum.

Aquivalente Familien von Seminormen sind

{pkm : k,m € No}

mit
Pran(f) := max sup (1 + [z[™)[ D" f (z)|
lo| <k zern
oder
{¢a.g : @ € N{, Q Polynom}
mit

4ao(f) = sup [Q(@)(D"f)(@)].
7.15 Satz. a) S (R") ist ein Fréchetraum.

b) Sei « € Nj und P ein Polynom, g € #(R"™). Dann ist jede der drei Abbildungen
fe=P-f, frg-fund f— D*f stetige lineare Abbildungen von . (R™) nach
S (R™).

Beweis. a) Die Menge & der Seminormen ist abzdhlbar, also ist .(R") translati-
onsinvariant metrisierbar. Die Vollstandigkeit folgt wie in Lemma 7.1.

b) Dass die Funktionen D®f, P- f und g- f wieder in .#(R™) liegen, folgt sofort aus
der Leibniz-Formel

(= X (§) 0,

BLa

Die Stetigkeit folgt wie in 7.9. O]
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7.16 Satz. a) Z(R") ist dicht in S (R").
b) Die Inklusion i : 2(R") — L (R"™), ¢ — @, ist stetig.

Beweis. a) Sei f € Z(R") und v € Z(R™) mit ¢(z) = 1 fur |z| < 1. Setze
fr(@) = f(x)¥(rz) (z € R™ r>0). Dann ist f. € Z(R"™).

Fiir ein Polynom P und « € Nj gilt (wieder unter Verwendung der Leibniz-Formel)
P(x)D(f = fo)(x) = P(x)D(f(x)(1 — ¢ (rz)))
- P X (§) 0 DA - ]

B<a
Es gilt DP[1 — 4(rz)] = 0 fiir |rz| < 1. Wegen P(z)(D P f)(x) — 0 fiir |z| — oo
(gleichméaBige Konvergenz) folgt damit P(x) D*(f— f,)(xz) — 0 beziiglich gleichmaBi-
ger Konvergenz, d.h. es gilt f, — f (r — 0) in Z(R").

b) Sei K C R™ kompakt. Dann ist i : (Zk(R"), 7x) — 7 (R") stetig, da auf Zx(R")
die Topologien von .(R") und von Zx(R") iibereinstimmen. (Beachte dazu, dass
|z| auf K beschriankt ist.) Nach Lemma 7.2 ist i: Z2(R") — . (R") stetig. O

7.17 Definition. Der Dualraum
SR = (R, 7)

(also die Menge aller linearen Abbildungen u : . (R") — C, die stetig bzgl. 74
sind), heifit der Raum der temperierten Distributionen.

7.18 Bemerkung. a) Die Adjungierte der Abbildung ¢ aus Satz 7.16 b) ist wohl-
definiert und injektiv. Diese ist gegeben durch

7 yI(Rn) — _@/(Rn), U — ulg(Rn)

Es gilt i'(u) = woi. Nach Satz 7.16 b) ist ¢ stetig, d.h. i'(u) € Z'(R™). Da Z(R™) C
< (R™) nach Satz 7.16 a) dicht ist, ist u € .#/(R™) schon durch die Werte auf Z(R")
festgelegt, d.h. ¢’ ist injektiv.

b) Unter Verwendung der Identifizierung i': ./ (R") — 2'(R") besteht ./(R") aus
allen Distributionen u € 2'(R"), die sogar bzgl. der Topologie von . (R") stetig
sind. Da die Topologie von . (R") eine Wachstumsbedingung beinhaltet, spricht
man auch von temperierten Distributionen. Genau diejenigen Distributionen u €
2'(R™) sind temperiert, die eine stetige Fortsetzung auf . (R™) besitzen.

¢) Damit sind auch D*u und f - u fir f € C*(R") fir u € . (R™) definiert. Fiir
u € ' (R") und o € Ny gilt

D% e '(R"),
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P-ue ' (R") falls P ein Polynom ist,
frue (R falls f e 7 (R").

Dies folgt direkt aus der Stetigkeit der entsprechenden Abbildungen .#(R™) —
< (R"™) (Satz 7.16).
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8. Die Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation beschreibt mathematisch die Zerlegung einer Funktion oder
eines akustischen oder elektromagnetischen Signals in Grundschwingungen. Innerhalb
der Mathematik tritt die Fourier-Transformation insbesondere im Rahmen der parti-
ellen Differentialgleichungen auf. Dies liegt daran, dass die Ableitung in der Fourier-
Transformierten zur Multiplikation mit der Koordinatenfunktion wird. Die Fourier-
Transformierte wird zunéchst fiir Lo-Funktionen und dann fiir temperierte Distributio-
nen betrachtet.

a) Definition und erste Eigenschaften

Wir verwenden folgende Standard-Bezeichnungen: Seien z,£ € R" und a € Nj.
Dann definieren wir

n
x€ = Z x;&5,
j=1
n

2] = (ijz)m’

i=1
=t
la] == a; + -+ + ay.

Fiir f € Cl*l(R") ist wieder

Dt = ()" () o

8.1 Definition. Fiir f € L;(R") heifit

aT R 1 —ix
(FNO = g | f@e

die Fourier-Transformierte von f.
8.2 Satz. Sei Q C R™ offen. Dann liegt 2(Q2) dicht in L,(Q) fir alle 1 < p < oco.

Beweis. Der Beweis wird unter Verwendung des Friedrichschen Glattungsoperators
gefiihrt.

Wihle ¢ € Z2(R") mit ¢ > 0, [@(xz)dr = 1 und suppy C {z € R™ : |z| < 1}.
Setze dann ¢, (z) := e "p(2) fiir ¢ > 0. Dann gilt supp . C {||z]| < e}.
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Sei f € Ly(Q). Setze f durch 0 fort zu f € L,(R") C LP¢(R") C 2'(R") (siehe 7.8).
(i) Nach Satz 7.13 gilt f x ¢. € C°(R").
(i) Wir zeigen || f * ol z, @y < || fllz,@®r)- Sei p > 1 und 1—1) + % = 1. Dann gilt

(f * 02)(a |</|f ez — )7 |90 <x— y)|Vedy

q
/!f Pl — y)ldy)’ /\w— )"

wobei die Holdersche Ungleichung verwendet wurde. Durch Integration beziiglich x
erhélt man

15l aoy < el [ [ 1P linle = ldyda

Hp/q
R

= llellzy (@) - leell oy - 1IN,
) b(B)

= eIz, @y - 1L, @y
= /1%, ey

(iii) Sei nun n > 0. Wahle nach Satz 1.31 eine Funktion ¢ € Co(R") := {g € C(R") :
lim|g o0 g(2) = 0} mit

n
1f = ®llz,@n < 3

Nach (i) folgt [|(f — ) * @11, ) < 1S = ¥z, ) < 2. Bs gilt

|1 * () — I—’/nsoa:r— Y(y) — (x))dy
|m8uf><€ b (y) — ()]

Da ¢ € Cp(R™) und damit gleichméfig stetig ist, konvergiert der letzte Ausdruck
gegen 0 fiir ¢ — 0. Da supp ¢ kompakt ist, existiert ein € > 0 mit

1Y % pe = lL,@n) < 5 -
Insgesamt erhalten wir
1f = fx@ellr,@n) < If = Yll,@n) + 10— *elln,@n) + [ % 0e — f*per,@n) <n.

(iv) Falls f = 0 fir fast alle x € Q \ K mit K kompakt ist, so ist f % ¢. € 2(Q)
fiir hinreichend kleines . Ansonsten wihle f mit supp f C  kompakt und || f —
f||Lp < 1. Dann ist f*goa € 2(Q) mit ||f — (f*%)HLp <n+e. O
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88 8. Die Fourier-Transformation

8.3 Satz. Fir f € Li(R") ist Zf € Co(R™). Die Fourier-Transformation F :
Li(R™) — (Co(R™), || - |leo) ist ein stetiger linearer Operator mit Norm ||.Z]| <
(271')7”/2

Beweis. Offensichtlich ist .% f messbar mit ||.Z |1 &) < (27) 72| f|l 2, @n), d.h.
F : L1(R") = Loo(R™) ist stetig mit Norm nicht grofer als (27) /2.

(i) Wir zeigen, dass .Z f stetig ist. Sei dazu (£)zey € R mit ¢ — £ Dann gilt
emw€™ 5 =it (7 ¢ R") und

FHEW) = F1O < n) ™ | [f@)] [ e dr 0

<2

mit majorisierter Konvergenz.

(ii) Es gilt .7 f(§) — 0 fur || — oo. Dazu verwenden wir, dass nach Satz 8.2 Z(R")
dicht in L;(R™) ist. Da .# : Ly — L, stetig ist, reicht es, Z f(§) — 0 fir f € Z(R")
zu zeigen.

Sei f € Z(R"), R > 0 und £ € R" mit [¢| > R. Wihle j mit || > Z&. Dann gilt

|_‘ T flayedy

1 1 .
e _—— _ _Z:DE
‘ (27’(’)”/2 /R" 6x]f<x) —25] c dl“

. n
< (2m) /2||axjf||L1(Rn) : % -0 (R— 00).

8.4 Bemerkung. Der Schwartzraum .7 (R") (vergleiche Definition 6.5) liegt dicht
in L,(R") fiir alle 1 < p < co. Denn jedes f € #(R") liegt in L,(R") wegen

|f(z)|Pdr < / e(1 + |z)"™dr < 0o
Rn

fiir mp > n. Die Dichtheit von .(R™) C L,(R") ist klar wegen 2(R") C ./(R").
8.5 Lemma. Fir f € /(R") und o € Nj gilt:

(i) Ff € C®R") und D*(F f) = (—i)loL.F (z2f).

(it) F(Df)(§) = i (F f)(€) (£ €R™).

(iii) F f € Z(R™).
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8. Die Fourier-Transformation 89

(iv) Es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit

[(Z )] < epomra(f) = csup (1+ [z[)|f(z)].

r€eR™

(v) Die Fourier-Transformation F : /' (R") — Z(R") ist stetig.

Beweis. (i) Unter Verwendung von z®f € L;(R™) und der majorisierten Konvergenz
folgt

DTN = 2m) " [l e
—)lal .
— o [ f@rte s = (F ) 0

(ii) Mit partieller Integration erhalten wir

F(Df)(€) = (2;”/2 / (D f) ()" dx

—1)l

)
|
o, —iz€ LU_Z|a| «a
~ o [ f@Dze e = il 2 )

(iii) Nach (i) gilt # f € C*(R"). AuBlerdem gilt

2D (F £)(€) = (=) *HPLZ (D2’ £)(§) = 0 (€] = o0),
€S (R)

wobei wir Satz 8.3 verwendet haben.

(iv) Dies folgt aus

, 1
—ix€
’/ne f(x)dx‘ S/andx']?o,nﬂ(f)'

<oo

(v) Sei @ ein Polynom und a € Nj. Dann gilt unter Verwendung von (i), (ii) und

(iv)

L7 (Q(D) (@ [(@))](€)
QD) (@ f(@))(1 + |2l ")

(1+ |2")D? f(2)

sup |Q(§)D*(F £)(§)| = sup
£eR™ £eR™

< c- sup
reR™

<(C Max sup
IBISM zcRrn

fiir hinreichend grofle NV, M € N. Nach Satz 6.10 ist .# stetig. m
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90 8. Die Fourier-Transformation

8.6 Lemma. Fir y(z) := exp(—%) gilt Fry = 1.

Beweis. (i) Sei n = 1. Die Funktion ~ ist die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

Yy +ay=0, y0)=1 9)

Damit gilt
0=F( +a7) =i(F) +i(F7).

Wegen

(F7)(0) = \/LQ_W/_OO e Fdy =1

16st .Z v ebenfalls das Anfangswertproblem (9). Also gilt v = .Z7.

(ii) Fiir n > 1 schreiben wir

€ = i [ (T )i

Ll 2
- —z%/2 —m:jﬁjd )
e J e i
i (\/QW/R !

o | R RT3}
j=1

1

8.7 Lemma. Fir f € S (R") gilt F2f(z) = f(—x) (z €R"™).
Beweis. Sei v,(z) := y(azx) fir a > 0 und ~ wie in Lemma 8.6. Dann gilt

o 3
(F)(©) = a(F9)(2).
wie man durch Substitution im Integral sieht. Sei g(z) := e ™y(ax) fiir & € R"
fest und a > 0 fest. Dann ist g € .(R") und

(F0E) = G [ € a)e = (Fr)(€+ ) = a7

f‘f‘fo)'

a

Die Funktion (z,&) — f(£)g(z)e®¢ ist in L;(R*"), also kénnen wir den Satz von
Fubini anwenden. Wir erhalten

o [ FNE@ees = s [ e
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_ _(27:)” 7 [ f@a(#y) € Z fo)d:c
- oy [, Hau— gt (10)

Bei der letzten Gleichheit haben wir die Substitution v = % und die Identitét
F~ =~ verwendet.

Wir nehmen den Grenzwert a — 0. Es gilt dann y(au) — 1 punktweise und
g(z) — e~ punktweise. Wegen .% f € L;(R") kénnen wir majorisierte Konvergenz
anwenden und erhalten

W /Rn(ﬁf)(x)g(m)dx — (F2f)(&)-

Um den Grenzwert fiir die rechte Seite von (10) zu berechnen, verwenden wir f(au—
&) — f(—&o) punktweise. Da || f||o - 7 eine integrierbare Majorante ist, erhalten wir

W /R flaw = &)y(u)du = f(=&o)-

Also gilt (F2f)(&) = f(—&o)- [

8.8 Definition und Satz. a) Die Fourier-Transformation # : . (R") — . (R")
st eine Bijektion mit

1

(F9)e) = G [ O

b) (Satz von Plancherel.) Es gilt

(s Dra@ny =(Ff, F g raeny  (f,9 € L (R")).

Somit ist F |y m@ny eine Isometrie und damit eindeutig zu einem isometrischen Iso-
morphismus Fy : Lo(R™) — Lo(R™) fortsetzbar, der ebenfalls Fourier-Transformation
genannt wird und unitdr ist.

Beweis. a) Nach Lemma 8.7 gilt .Z%f = f, d.h. F* = id - (gny. Damit gilt

(Z719)(2) = (FPg)(x) = (Fg)(—z) =

b) Im Beweis von Lemma 8.7 sahen wir
(ZF£,9) La@ry = (f, %)Lﬂen)-
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92 8. Die Fourier-Transformation

Setze nun h = .Z ¢, d.h.

g=.F1h= (2%)_"/2/ h(z)etdr = Fh.

Da .7(R") C Ly(R™) dicht ist, ist %5 : Ly(R™) — Lo(R™) wohldefiniert, isometrisch.
Damit ist der Wertebereich R(.%;) abgeschlossen. Wegen R(%) D . (R") ist %,
surjektiv, also ein isometrischer Isomorphismus und damit unitér. O
8.9 Definition. Fiir u € .#/(R") definiere

Fu(p) =u(Fp) (pe€LR")).

8.10 Bemerkung. a) Nach Lemma 8.5 ist Fu € .#/(R"), und die Abbildung
Z . S(R") — '(R") ist linear, stetig und bijektiv mit F* = id g (gn).

b) Fiir u € '(R") und o € Nj} folgt

F (D) = iz Fu  in S (R").

8.11 Beispiele. a) Sei f € L,(R") fiir 1 < p < co. Dann ist durch

M) = [ f@paids (o e @)

ein Ay € /(R") mit ord Ay = 0 definiert. Fiir p =1 ist

(FA) () = A(Fp) = / F(@)(F ) (@)de
- / (F 1) (@)p(a)dz = Asg(p)

(siche Beweis von 8.7). Also ist .% die Fortsetzung der gewohnlichen Fouriertrans-
formation.

b) Sei a € R™. Betrachte die Dirac-Distribution §, € .#'(R"). Es gilt

1 —tax . 1
(F8(0) = 0(F¢) = (o)) = o [ ¢ pla)de = b ()
mit der L..-Funktion e,(x) := ™", Damit gilt in etwas laxer Schreibweise

1 .
Fly= oz
(271')"/2 €
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8. Die Fourier-Transformation 93

Insbesondere gilt .#d, = (27)~™? - 1, d.h. die Fourier-Transformation der Dirac-
Distribution ist die Konstante 1. Damit folgt auch (wende .3 an)

F1 = (2m)"?6,.

c) Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, d.h. P ein Maf§ auf A mit P(2) = 1.
Sei X : Q2 — R eine Zufallsvariable, d.h. eine messbare Funktion. Der Erwartungs-
wert von X ist definiert als

EX ::/XclP:/idePoX1
Q R

mit dem Wahrscheinlichkeitsmafl P o X! =: v auf (R, Z(R)). Fiir die zugehérige
Distribution

ule) = Mulp)i= [ v (o€ S®)
gilt (unter Verwendung des Satzes von Fubini)
Fuly) = u(F9) = [(Fe)a)iv(z)

— /R (2m) /2 /R o(t)e "t dtdy(x)

_ /R \(27?)1/2 /R e~y () o(b)dt

-~

::’Lﬁx(t)

= Ayx (¥)

mit der charakteristischen Funktion von X

Ux(t) == (2n)"V2E(e7 ") (t € R).

8.12 Definition und Satz. Zu u € '(R") und ¢ € .(R") definiere

(ux p)(2) = u(72).
Dann ist ux € ' (R™), und es gilt:
(i) ux @ € C®(R"), D*(ux @) = (D) * o =ux* (D).
(i) F (uxp) = (Fp) - (Fu). (Beachte, dass Fp € . (R") und Fu € L' (R") gilt.)

Auf den (leichten) Beweis dieses Satzes wird hier verzichtet.
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94 8. Die Fourier-Transformation

b) Paley-Wiener-Sitze

8.13 Definition. Sei 2 C C" offen und f : Q2 — C stetig. Dann heifit f holomorph,
falls die Abbildung z; — f(z1,...,%j,..., 2,) holomorph ist fiir jedes j = 1,...,n.

8.14 Lemma. Sei f : C* — C ganz (d.h. holomorph in ganz C") mit f|g. = 0.
Dann qilt f = 0.

Beweis. Der Fall n =1 ist aus der Funktionentheorie bekannt. Wir zeigen induktiv
folgende Aussage:
Falls 21,..., 2, € R gilt, so ist f(z) = 0. (Ar)

Die Aussage (A,,), also k = n gilt nach Voraussetzung.

Wir betrachten den Schritt von k& nach & — 1. Definiere

geN) = (21, 21, Ay Zhtds - -y Z0)-
Fiir (z1,...,2,) € R¥ ist gp(2x) = 0 wegen (Ay). Also gilt gx = 0 auf R. Da g, eine

holomorphe Funktion einer Variablen ist, folgt gi(A) = 0 fiir alle A € C. Somit folgt
f(z) =0, falls z1,..., 2,1 € R gilt. Dies ist aber die Aussage (Aj_1).

Die Aussage (Ap) ist die Behauptung des Lemmas. O

8.15 Satz (Paley-Wiener). Zuy € 2(R") definiere die komplexe Fourier-Transformation
f6) = ) [ et = (FR)e) (e

a) Sei p(x) = 0 fir |x| > r. Dann ist f : C" — C eine ganze Funktion, und zu
N € N existiert eine Konstante vy > 0 mit

[fE)] <@+ [~ Nel= (2 e C). (12)

b) Falls eine ganze Funktion f : C" — C die Ungleichung (12) erfillt, so gilt
f=F fir ein p € 2R") mit p(z) =0 fir |z] > r.

Beweis. a) Fiir [t| < r ist [e7**| < e"l™2l Damit existiert das obige Integral, und
die Differentiation unter dem Integral zeigt, dass f holomorph ist. Es ist

n

S F(2) = (2m) "2 / o(t) e dt
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= (271‘)_"/2(_@')\04 /Da(p(t)e—z‘ztdt’
wobei partiell integriert wurde. Wir erhalten
2% [f ()] < ellD% gy - €12,

Somit folgt
(1+ [z ()] < ywert™

d.h. die Ungleichung (12) gilt.
b) Sei f eine ganze Funktion, welche die Abschétzung (12) erfiillt. Definiere

o(t) 1= (2n) " [ fa)edn = F 7 (fleo)0),
Wegen (1 + |z|V)f(z) € Li(R") fiir alle N folgt ¢ € C°°(R™) wie im Beweis von
Lemma 8.5 (i).
(i) Betrachte das Integral

I(b) := / fla+ib, 2z, ..., Zn)ei(tl(a+ib)+t2z2+“'+tn2n)da
R

fiir feste t9,...,t, € Rund zo,..., 2, € C. Wir setzen
gla+ib) = fla+ib, 2y, ..., 2z,)e (@t Htazatbtnza)

Wir werden zeigen, dass I(b) = I(0) fiir alle b € R gilt. Dazu betrachten wir denn
skizzierten Weg I'. Da g eine ganze Funktion ist, folgt [.g(z)dz = 0. Wegen (12)
gilt

lg(a+ib)| < Cla]™™ - e,

und damit folgt

/ g(z)dz — 0 und / g(z)dz — 0 fir R — oc.

72 Y4

Damit erhalten wir
/ g(z)dz +/ g(z)dz — 0 (R — o0).
7 ¥s

Da das erste Integral gegen 7(0) und das zweite gegen —I(b) konvergiert fiir R — oo,
folgt 1(b) = 1(0).

(ii) Eine Iteration unter Verwendung der Argumente in (i) ergibt, dass fiir alle y € R™
die Gleichheit

o(t) = 2n) ™2 | flz+iy)e™™Wdy  (t € R™)
Rn
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gilt.

(iii) Sei nun t € R™ \ {0}. Fiir y := % mit A > 0ist t -y = Alt], |y| = A und

[f (@ +ay)] - "] <y (1 fa]) NI,

wobei (12) verwendet wurde. Nach (ii) erhalten wir

(1)) < e (27) /2 / (1+ |e) Vde.

n

Fiir grofles N ist das letzte Integral endlich. Nehmen wir nun den Limes A — oo, so
erhalten wir ¢(t) = 0 fir alle [t| > r.

(iv) Nach Definition gilt ¢ = % 1(f|gn). Damit ist f|gs = .-Z . Man beachte, dass
dies eine Gleichheit in . (R"™) ist. Somit gilt fiir alle z € R™ die Gleichheit

f(2) = (2m) ™2 / p(t)e =t

n

Aber beide Seiten sind ganze Funktionen. Damit gilt die Gleichheit nach Lemma
8.14 fiir alle z € C". O

Der Satz von Paley-Wiener gilt in analoger Weise auch fiir Distributionen. Der
folgende Satz wird nicht bewiesen (fiir einen Beweis siehe etwa das Buch von Rudin
[13]).

8.16 Satz (Paley-Wiener fiir Distributionen). a) Seiu € Z'(R"™) mit suppu C {z €
R” : |z| < r}. Definiere

f(z):=ule.) (2€C")  mite,(z):=e ™.
Dann st f eine ganze Funktion, und es existieren v > 0 und N > 0 mit

[F()] <AL+ [Y)er!e (2 e Cn). (13)

b) Falls eine ganze Funktion f die Ungleichung (13) erfillt, so existiert ein u €
2'"(R™) mit suppu C {|z| <7} und f(2) =ule.) (2 €C").

8.17 Korollar. Sei g € Ly(R™) mit supp(.-Zg) kompakt. Dann ist g eine C'*-
Funktion und sogar die Einschrinkung einer ganzen Funktion auf R"™. Genauer be-
sitzt die Aquivalenzklasse von g € Lo(R™) einen Reprdsentanten in C(R").

Beweis. Wende Satz 8.16 an mit u = #g € Ly(R™) C Z'(R"). Dann ist

£(2) = ufes) = / (Fg)(@)e ™ da = (2m)"2.F2g(2) = (21)"/g(~2)

eine holomorphe Funktion. Die letzte Gleichheit ergibt sich dabei aus dem folgenden
Satz. O
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8.18 Satz. Sei f € Ly(R™) mit g := Ff € L1(R"). Dann gilt f(x) = .F 'g(x) fir
fast alle x € R™.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen (obwohl der Beweis nicht schwer ist).

c) Sobolevriaume

8.19 Definition. Fiir s € R sei
H*(R™) = {u e L' R") : ZH 1+ [€*)*2Fu € Ly(R™)}
der (Ly-)Sobolevraum der Ordnung s. Die Norm || - ||s ist definiert durch
lulls := L7711+ [€1)*2 Full o eny-

8.20 Bemerkung. a) Fiir u € H*(R") gilt (1 + |£>)*2Fu € Ly(R™) und damit
Fu € LY(R"). Damit ist .Zu auch fiir s < 0 eine Funktion.

b) Nach Definition gilt offensichtlich

H¥(R") C Ly(R") (s> 0),
HY(R™ C HY(R™) (s> 1).

8.21 Lemma. Sei s € Ny. Dann ist
H*R") ={ue S R") : D*u € Ly(R") (|a] < s)},

und die Norm

1/2
ully = (3 1Dl e

|laf<s

ist zu || - ||s dquivalent.

Beweis. Es gilt nach dem Satz von Plancherel

1/2
lully = (3 I Fulden) -

|| <s
Fiir |a| < s gelten die Abschétzungen

€% =& - [l < e < (14 [€7)
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und

L+EP)* = L+ &+ + [€]*)* < const > [

|| <s

Damit erhalten wir

Cr(1+1€P)° < D 1€ < Ca(1 + [¢),

la|<s

d.h. die Normen || - ||s und || - ||3” sind &quivalent. O

8.22 Bemerkung. Definiere zu s € R die Abbildung
A S (RY) = S (RY), Nu=F L+ 6P Fu

Dann gilt H*(R") = {u € Z'(R") : A*u € Ly(R™)}, und nach dem Satz von
Plancherel ist
[ulls = IA°ul] Ly ).

Offensichtlich ist (A%)™! = A=, d.h. H*(R") = A~*(Lo(R")). Die Abbildung
A7 Ly(R™) — H*(R™)

ist ein isometrischer Isomorphismus.

8.23 Lemma. Der Sobolevraum H*®*(R™) ist Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(o). i= [ FuOFUE+ ¢y

Beweis. Die rechte Seite ist (A*u, A*v)r,@ny. Nach Bemerkung 8.22 ist aber A® :
H*(R"™) — Lo(R™) ein isometrischer Isomorphismus. O

8.24 Beispiel. Wegen 74§ = (2m) /21 gilt (1+[£[*)*/2.%0 € Ly(R") fiir s < —2.
Damit ist 6 € H*(R") fiir alle s < —F.

8.25 Satz. a) Sei s € R. Die Funktion & — (1 + |£[%)%/2 ist in C®(R"), und zu
a € N2 existiert C,, > 0 mit |[DY(1 + [£]2)¥2| < Co(1 + |€]2)*/2 (£ € R™).

b) Die Inklusion . (R"™) — H*(R") ist stetig fiir alle s € R.
c) Sei s € R. Dann sind 7 (R") und 2(R") dicht in H*(R™).
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Beweis. a) Es gilt

0
1 2\s/2

S

(1l 2g;,

und induktiv zeigt man, dass D*(1 +|¢|?)*/? eine Summe von Ausdriicken der Form
Pr(6)(1 + |€]?)*/*7% mit k < |a| ist, wobei Py ein Polynom von Grad < k ist. Dies
zeigt Teil a) des Satzes.

b) folgt aus a) und der Definition der Seminormen in . (R").

c¢) Nach Teil a) gilt A*(Z(R")) C L (R") fiir jedes s € R. Wegen A~* = (A®)~! ist
also A® : . (R") — ./ (R"™) eine Bijektion.

Da . (R™) dicht in Ly (R™) ist, ist auch A~*(Z(R"™)) = . (R") dicht in A=*(Ly(R")) =
H?*(R™) beziiglich || - ||s. Wir haben also die Einbettungen

2R") = S (R") — H*(R"),
und jede Einbettung ist stetig und dicht (siche Satz 7.16). Damit ist auch Z(R")

dicht in H*(R™). O

8.26 Lemma. Sei s € R und o € Njj. Dann ist die Abbildung D*: H*(R") —
H71el(R™) stetig.

Beweis. Wegen

|2
P g = o ey <y

gilt
«a a2 2\s—|a| 2 1/2
D%l = ([ 161+ Py Fue)Rdg) " < const ..

8.27 Satz (Einbettungssatz von Sobolev). Sei k € Ny, s € R mit s > k+ 5. Dann
ist jedes u € H*(R™) (nach Modifikation auf einer Nullmenge) in C*(R"), und

sup Y |[D*u(x)] < Cful,

n
Tz€R || <k

mit einer Konstanten C' > 0, die nicht von u abhdngt.
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Beweis. (i) Sei k = 0 und u € #(R™). Dann gilt unter Verwendung von Cauchy-
Schwarz

)| = 27| [ e Fue)ag

= 0] [ [ Fu €] (14 I€P) g

< (%)—n/z[ s |\ Zu(€)2(1 + |§\2)8d5] v [/Rn(l + |€!2)‘Sd€} o

Wegen s > 4 ist das letzte Integral endlich, d.h. wir haben
sup u(z)] < Cifulls  (uwe L (R")). (14)
reR"™

(ii) Nach Satz 8.25 ist .Z(R") dicht in H*(R™). Zu u € H*(R™) wahle eine Folge
(Un)nen € L(R™) mit ||u, — ulls = 0 (n — o0). Wegen (14) konvergiert w,
gleichméBig gegen u, d.h. v € C'(R"), und die Abschitzung (14) gilt auch fiir .

(iii) Seinun k > 0, || < kund u € H*(R"). Nach Lemma 8.26 ist D®u € H*~1*l(R").
Wegen s — |a] > 7 ist D € C(R") und sup,eg» [Du(x)| < Cif|[D%l[s—jq) <
Co||lu||s, wobei fiir die letzte Ungleichung wieder Lemma 8.26 verwendet wurde. []

8.28 Korollar. Es gilt

H>(R"):= (| H*(R") C C*(R").

seR

Der folgende Satz ist wichtig, wenn man Sobolevraume {iber beschrénkten Gebieten
betrachtet.

8.29 Satz (Rellich-Kondrachov). Sei a € Z(R") und s > 0. Dann ist der lineare
Operator A : H*(R") — Lo(R™), u — a - u, kompakt.

Beweis. Da A : H*(R"™) — Lo(R™) stetig ist, geniigt es zu zeigen, dass der Operator
A € L(Ly(R™)) mit Au := a - A~*u kompakt ist.
(i) Es gilt in Lo(R™) die Gleichheit

Au(z) = alz) - (2m) "2 / e (11 [E[2) 2 Fu(€)de.

n

Definiere fir N € N

Aulz) = ala) - (2m) 72 [ (14 [eP) P Fu)ds

[§|<N
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Dieses Integral ist konvergent, da Lo(§2) C L;(2) fir alle beschriankten © C R™ gilt.
Auflerdem gilt

r€eR™

- 1/2
(A = An)ul|py@mny < const max|a(1')|</|€>N(1 + |€|2)—s|yu(g)|2d§>

< const max |a(z)| - N7°[u| 1, @n).-
zeR?

Also gilt ||A — EN\|L(L2(Rn)) — 0 (N — 00). Da die Menge der kompakten Ope-
ratoren in der Operatornorm abgeschlossen ist, geniigt es zu zeigen, dass alle Ay
kompakt sind.

(ii) Sei nun N € N fest und v € Ly(R™) mit |Ju|/z,@n) < 1. Mit Cauchy-Schwarz gilt

~ 1/2
[Avuo)] < const maaxla(@)| ([ @167 ol

[EI<N

d.h. die Menge K := {Ayu | u € Ly(R™), [[ul|y@mny < 1} C Loo(X) ist beschriinkt,
wobei X := supp a. Wir erhalten wieder mit Cauchy-Schwarz

[ Ayuly) — Ayu(w)| < const max |a(y)e” — a(w)e™| / (1+ €)% Fu(€)ldg
€I<N elI<N

. ‘ 1/2
< const max |a(y)e™® — a(x)e™| - </ (1+ |§|2)7Sd£> - 1.
lgl<N €l<N

Also ist K gleichgradig stetig. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist K C C(X)
kompalkt.

(iii) Sei nun (ux)ren C Lo(R™) eine Folge mit |[ug|/z,@ny < 1. Nach (ii) existiert eine

Teilfolge (uy, );, so dass (Anug;); C C(X) eine Cauchyfolge ist. Da X kompakt ist, ist
(Anug,); auch eine Cauchyfolge in Lo (X), d.h. in Ly(R"). Also ist Ay kompakt. [

Als Hilbertraum ist der Sobolevraum H*(R™) isometrisch isomorph zu seinem eige-
nen Dualraum bzgl. des Skalarprodukts (-,-);. Die folgende Darstellung des Dual-
raums ist jedoch giinstiger.

8.30 Satz (Dualraum von H?®). Sei s € R. Fir u € H*(R") und v € H*(R")
definiere das ,,Lo-Skalarprodukt®

(u,v) = Fu(&)Fv(€)dE.

R’ﬂ
a) Es gilt [(u, 0)| < [lulls - |[oll-s (v € H*(R"), v € H*(R"))

b) Firv e H(R") ist die Abbildung T,: H*(R") — C, u > (u,v) ein stetiges
lineares Funktional auf H*(R™). Es gilt

1Tl (s mmyy = ||v]] —s-
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102 8. Die Fourier-Transformation
c¢) Fir jedes T € (H*(R™))" existiert genau ein v € H*(R"™) mit T = T,.
Beweis. a) Es gilt

[{u, )] < /n(l +IEP)LFu©)] - (1+ 1€[) 7 F () ]de.

Die Behauptung folgt damit aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

b) Nach Teil a) ist T, € (H*(R™)) und ||T,|| < |lv|]l—s. Setze u := F~1(1 +
|€1?)~*.Zv € H*(R™). Dann gilt

lvllZ, = /Rn(l + &) F ()PP dE = (u,v) = To(u) < |ITl| - flulls = 1T - [Jo]l—s-

Also gilt || T,|| > ||v]|-s und damit Gleichheit in b).
c) Fir T' € H*(R"™) existiert ein w € H*(R™) mit

T0) = (o = [ (1416 Fule) Fol@ds.

Fir v := Z7Y(1 + |¢)*Fw gilt v € H*R") und Tu = (u,v) = T,(u). Die
Eindeutigkeit ist klar wegen ||vy — va||_s = ||T,, — T, || nach Teil b). O
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9. Ein kurzer Ausflug in die Welt der
Signaltheorie

Die bisher diskutierten FErgebnisse der Distributionstheorie und der Fourier-
Transformation besitzen eine Vielzahl von Anwendungen. In diesem kurzen Kapitel
soll als Beispiel derartiger Anwendungen auf die Signaltheorie eingegangen werden.
Dabei steht der Shannonsche Abtastsatz im Mittelpunkt, der die Grundlage fiir das
Digitalisieren von (bandbegrenzten) Signalen darstellt.

Unter einem Signal wird hier eine Funktion f € Ly(R™;R™) verstanden. Dabei wird
(fiir n = 1) f(t) als der Wert des Signals zur Zeit t aufgefasst. Die Signaltheorie und
ihre stochastische Erweiterung (in der ein Signal ein zeitkontinuierlicher stochasti-
scher Prozess ist) haben fundamentale Bedeutung in den Anwendungen, z.B. fiir
Fernseh- und Mobilfunksignale, drahtgebundene Kommunikation, Akustik, Bildver-
arbeitung. Im folgenden schreiben wir auch u statt % u.

9.1 Definition. Eine Distribution u € .”(R") heifit bandbegrenzt mit Bandbreite
b > 0 oder b-bandbegrenzt, falls

suppu C {€ € R" : [¢] < b}.

9.2 Bemerkung. Nach dem Satz von Paley-Wiener ist eine bandbegrenzte tempe-
rierte Distribution eine C'°°-Funktion. Insbesondere nehmen wir fiir bandbegrenzte
Lo-Funktionen im folgenden stets den C"°°-Reprisentanten. In diesem Sinn ist fiir
eine bandbegrenzte Funktion f € Ly(R™) auch der Wert f(z) an einer Stelle wohl-
definiert.

9.3 Beispiel. Fiir die charakteristische Funktion x := x[_1 1~ gilt

noixiés
F ) (x) = 2n "/2/ e de = (21) /2 e.
T =t [ esa=em et [T
[ ] 7j=1
o n Q(Gixj _ e*’il’j) 2 n/g )
= (27'(') /2 H T = (}) smc(:(:)
J

j=1
mit
n

sin &
sinc(z) := H L.

Lj

j=1
Damit ist sinc eine 1-bandbegrenzte Funktion. Setzt man wieder sinc,(z) := sinc(ax)
fiir a > 0, so gilt

T

(F sinc,)(§) = a™" (§>n/2><[_a,a]n(€)-
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104 9. Ein kurzer Ausflug in die Welt der Signaltheorie

Fiir n = 1 heifit die sinc-Funktion auch der ideale Tiefpassfilter.

9.4 Lemma. Sei f € Ly(R™) b-bandbegrenzt, und sei h < §. Dann gilt in Ly([—7, 7]")
die Gleichheit ‘
(F1)&) = 2m)72h" Y f(kh)e™™<.

kezm

Beweis. Die Funktionen (g )gezn mit
@k(f) — (27T)—n/2hn/26—ikh§

bilden eine Orthonormalbasis des Hilbertraums H := Ly([—ZF, F]"). Da supp f C

R h
[—b,b]" C [~7,7]" gilt (beachte b < 7), gilt nach Teil 1 der Vorlesung in H die
Entwicklung

f= Z<f7§0k>H(Pk-

kezn
Es ist
(Fop) = Cmy e [ fegetieas
wonl”
_ (27_‘_)—n/2hn/2 A(g)eikhfdé-

Rn

= h"?(F 7 f)(hk) = h"/ f(hE).
Hier wurde f € Li(R") und Satz 8.18 verwendet. Also gilt

F(&) = @m)™2hm > f(kh)e

kezmr

in H. O
Der folgende Satz ist einer der berithmtesten Sétze der Signaltheorie.

9.5 Satz (Shannonscher Abtastsatz). Sei f € Lo(R™) b-bandbegrenzt. Sei h < .
Dann gilt fiir alle x € R™ die Gleichheit

fl@) =3 f(hk)sinc (%(:g - kh)).

kezZm

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmdf$ig in R™.

Beweis. (i) Nach Lemma 9.4 gilt in Ly(R™)

F(&) = @m)™2h" Y f(hk)e " x(€)

keZm
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9. Fin kurzer Ausflug in die Welt der Signaltheorie 105

mit x := X[~z z}o. Da die Reihe in Ly(R") konvergiert und 7 stetig in Lo(R") ist,
gilt in Ly(R™)
f2) =77 f(z) =
= (2m) 2y f(hk)F e (@)
kezr
= (2m) "Ry f(hE)(FIX) (@ — k)
kezr

_ (2w)n/2hn(%)"/2<%>” Z f(hk) sines (z — hk)
= Z f(hk) smc( (x—kh))

Dabei wurde Beispiel 9.3 verwendet.

(ii) Um die punktweise Konvergenz der Reihe zu zeigen, verwenden wir fiir 7-
bandbegrenztes g € Lo(R™) die Gleichheit

B 3 o = 316 emf = 191 = 191z = lolaen) < oo

keznr

Dabei wurde die Besselsche Gleichung in H und der Satz von Plancherel in Lo (R")
verwendet. Wir setzen speziell g = sinc(7 (v—-)) fiir festes x. Wegen g = sinc(7-—7x)
ist die Fourier-Transformierte gegeben durch

0© = (1) " (5) g an@e i

Damit gilt

2.

kezn

. (T 2
sinc (5@ — hk:))’ =1 Ixr ol @e) = e

mit einer von x unabhéngigen Konstanten cy. Mit Cauchy-Schwarz gilt

Z ’f (hk) smc( (z— hk)’ < ( Z \f(hk)|2>1/2‘( Z

[k|=N |k|=N |k[>=N

2) 1/2

sinc (%(x - hk))

—0 (7Vr—>oo) 375
Damit konvergiert die Reihe absolut und gleichméfig in z. Insbesondere ist der

Limes stetig in x.

Nach (i) ist f der Lo-Limes der Reihe im Abtastsatz. Nach (ii) konvergiert diese
Reihe punktweise gegen eine stetige Funktion, und damit gilt punktweise Gleichheit
zunéchst fast iiberall und schliellich, da auch f stetig ist, fiir alle z € R™. n

Stand: 16. 3. 2010
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9.6 Korollar. Die Funktion f € Lo(R™) sei bandbegrenzt und besitze kompakten
Trager. Dann ist f = 0.

Beweis. Da der Trager von f kompakt ist, reduziert sich die Reihe im Shannonschen
Abtastsatz auf eine endliche Summe. Die Funktion f ist also eine endliche Linear-
kombination von sinc-Funktionen, d.h. f ist eine endliche Linearkombinationen von
charakteristischen Funktionen. Andererseits ist f € C>°(R™), da f kompakten Triger
besitzt. Dies ist nur moglich, falls f = 0 und damit f = 0 gilt. [

Nur fiir # > 0, d.h. fiir h < 7, gibt es keine Uberlappungen, und die Funktion kann

%d%%éﬁkeﬁfgua rﬁyg{f}%ﬂ gg a&%s@he V@rg&z&%ﬁ%mgﬁe@%&%@@%
f@g%g% ggg von Unterabtastung (undersamp

b) In Anwendungen heifit h =: T, das Abtast- oder Sampling-Intervall, und f, :=
die Abtastrate oder Symbolrate. Der Spektralbereich (oder Spektrum) eines Slgnals
f e " (R") wird definiert als g supp f. Bei einer b-bandbegrenzten Funktion ist
das maximal auftretende Spektrum also & =: fuax. Die Abtastbedingung lautet

27
damit T, < 57— oder fs > 2 fmax-

c) Sei h € Y’(R”) mit A € Loo(R"). Dann wird durch M, f = Z(Fh - Ff)
ein stetiger linearer Operator Mj : Lo(R™) — Lo(R™) definiert. Nach 8.12 gilt
M,f = (27)™2h % f. In den Anwendungen spricht man von einem Filter. Da-
bei heiit h die Impulsantwort (wegen 6 * h = h fir h € Z(R")), und Fh das
Frequenzbild des Filters. Korollar 9.6 zeigt, dass es keinen Filter gibt, der im Zeit-
und im Frequenzbereich kompakten Tréger hat.

9.8 Beispiel (Datenraten bei GSM). Das heute in Europa iibliche Mobilfunksystem
GSM (in der fullrate-Version) besitzt folgende Datenraten:

e Datenbitrate nach Digitalisierung der Sprache: 8.0 kbit/s,

Datenbitrate nach Sprachkodierung: 13.0 kbit/s,

Datenbitrate nach Kanalkodierung: 22.8 kbit/s,

Bitrate nach Hinzufiigen von Pilotsymbolen: 31.3 kbit/s,

Bitrate pro Kanal (8 Benutzer, jeder 13. Frame ist Kontrollframe): 8 - % -31.3
kbit/s = 271 kbit/s,

e Symbolrate (1 Symbol = 1 bit): f; = 271 kbit/s

In der heute verbreiteten halfrate-Version stehen pro Benutzer nach Kanalkodierung
nur 11.4 kbit/s zur Verfiigung, bei gleicher Symbolrate. Die mit dieser Symbolra-
te iibertragenen Signale sind bandbegrenzt mit einer spektralen Bandbreite von
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9. Fin kurzer Ausflug in die Welt der Signaltheorie 107

fmax = % Zur Ubertragung braucht man also (im Basisband) einen Kanal mit Fre-
quenzen [—%, %] Dieses Signal wird durch Modulation zu einem hochfrequenten
Signal (HF-Signal). Die Modulation besteht dabei aus der Multiplikation mit e'/0®

mit der Trigerfrequenz fy. Typische Werte sind

e fo~ 1800 MHz (fiir Oy, T-D1),
o fo ~ 900 MHz (fir e-plus).
Ein Kanal in diesem Frequenzband miisste somit 271 kHz breit sein. In GSM sind

die Kanile nur 200 kHz breit, man hat also Uberlappungen. Es gibt 375 Kanéle im
oberen Frequenzband und 125 Kanéle im unteren Frequenzband.
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