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1. Einfiihrung

1.1 Worum geht’s? Hier wird kurz die Idee der Pseudodifferentialoperatoren
erlautert. Hierbei spielt die Fourier-Transformation eine entscheidende Rolle; die-
se fithrt auf den Begriff des Symbols. Einige Resultate iiber den Schwartz-Raum der
schnell fallenden Funktionen bzw. seinen Dualraum, den Raum der temperierten
Distributionen, werden kurz wiederholt.

a) Motivation

Die meisten Gleichungen der mathematischen Physik sind partielle Differentialglei-
chungen. Hier hat man es (im linearen Fall) mit einem Differentialoperator der Form

Az, D) = Z aq(x) D
o <m

zu tun, wobei a,: R" — C die Koeffizienten sind, und die iibliche Multiindex-
Schreibweise

D* = (—i)lelger . gon
verwendet wird.

,Echte“ Gleichungen sind allerdings wesentlich komplizierter, etwa nichtlinear und
nicht im ganzen Raum R” gegeben. Die Idee der Pseudodifferentialoperatoren léasst
sich jedoch an obigem einfachem Beispiel am besten erlautern. Ein moglicher Zugang
zu partiellen Differentialgleichungen verwendet die Fourier-Transformation

F: S (R") —» S (R,
denn diese verwandelt partielle Ableitungen in punktweise Multiplikation mit der
entsprechenden Kovariablen. Falls die Koeffizienten a,, nicht von x abhéngen, so gilt

A(x, D)yu=F taFu

mit a: R" = C, a(§) = >_|,/< %®. Die Funktion a, welche durch Ersetzen des
Differentialoperators D durch die Multiplikation mit £* entsteht, heifit das Symbol
von A(z, D).

Auch bei nichtkonstanten Koeffizienten ist das Symbol des Operators A(x, D) gege-

ben durch
a(@,€) = ¥ aa(n)e

la|<m
Unter Verwendung der Inversionsformel fiir die Fourier-Transformation kann man
(fiir hinreichend glatte Funktionen u) den Operator A schreiben in der Form

Az, Dyu = / o(z, ) (Fu)(€)ede

n
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2 1. Einfiihrung

(Details siche unten). Anschaulich ist das eine Beschreibung von A(z, D)u als Uber-
lagerung von Schwingungen e®¢ im Frequenzbereich, wobei die Funktion bei der
Frequenz £ mit dem Faktor a(z, &) verstéirkt wird.

Falls A = A(D) konstante Koeffizienten besitzt, so kann man den inversen Operator
direkt angeben: Fiir das Symbol p(§) := ﬁ gilt offensichtlich A(D).Z 1p(¢)Fu =
u, d.h. der zum Symbol p gehorige Operator P = op(p) ist die Inverse zu A. Fiir
eine Prézisierung dieser Aussage muss noch der zum formalen Differentialoperator
gehorige Operator A definiert werden. Der Operator P, gegeben durch

Pi= [ pOF DO,

ist kein Differentialoperator mehr. Er gehort zur Klasse der Pseudodifferentialope-
ratoren (UDO’s).

Allgemein ist der zu einem Symbol p(z,&) gehorige DO P = P(x,D) gegeben
durch

P=F 'p(x,6)F, dh. Pf = / P, )6 (F F)(€)de.

n

Als Ziele der Theorie der YDOs wiren unter anderem zu nennen:

e Untersuchung der Invertierbarkeit von Differentialoperatoren anhand ihres
Symbols,

e Beschreibung der inversen Operatoren bzw. approximativer Inverser,

e Bestimmung des Abbildungsverhaltens eines WDOs in Skalen von Funktio-
nenrdumen (etwa Sobolevraumen oder Holderrdumen),

e Aufbau eines Kalkiils von Pseudodifferentialoperatoren, in welchem etwa die
Komposition, der inverse Operator, der adjungierte Operator dargestellt wer-
den kann.

Es ist klar, dass man hierzu zunéchst die Symbolklassen definieren muss. Hier gibt
es in der Literatur eine ganze Reihe von Klassen, wir werden uns in dieser Vorlesung
auf die vielleicht bekannteste und wichtigste beschranken. Der Aufbau eines Kalkiils
ist technisch relativ aufwéndig, aber zur Beschreibung des Losungsoperators etwa
einer partiellen Differentialgleichung unerlésslich.

b) Fouriertransformation und Distributionen

1.2 Bemerkung. Im folgenden sei .(R") der Schwarz-Raum der schnell fallenden
Funktionen, d.h. aller Funktionen u € C'*°(R"), fiir welche

lulle = sup {Ja0fu(@)| | © € R", [a] + 18] < k} <00 (k€M) (1-1)
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1. Einfiihrung 3

Mit den (Halb)normen aus (1-1) ist .#(R"™) ein Frechetraum.

Der topologische Dualraum .#”/(R™) der temperierten Distributionen besteht aus
allen linearen stetigen Abbildungen 7" : .(R™) — C. Man beachte, dass eine lineare
Abbildung T : #(R") — C genau dann stetig ist, falls eine Konstante C' > 0
existiert mit

T(u)| < Cllufly (v L (R")).

Statt T'(u) schreibt man auch oft Tu oder (T, u). Der Raum .#/(R") wird mit der
durch die Halbnormen

[Tl = T(w)],  ueL(R"),

gegebenen lokalkonvexe Topologie versehen (schwach-x-Topologie).

Ableitungen temperierter Distributionen werden wie iiblich durch
9°T(u) == (=1)T(0%) (u € L (R™))

definiert. Ist a € C*°(R™) von temperiertem Wachstum, d.h.

VaeN; 3C>0,NeNVzeR": [0%(z) <O+ =)V,
so ist aT' € .’ (R™) definiert durch
al'(u) :=T(au) (ue L (R")).

T +— 0°T und T ~ aT sind stetige Abbildungen ./ (R") — .'(R™).

1.3 Beispiel.  a) Regulédre Distributionen: Sei f : R” — C messbar mit (1 +
lz|)~N f(z) € LY(R"™) und

T = [ e (we 7 E).

Die sogenannte Dichte f von T} ist durch T} eindeutig bestimmt." Die Abbil-
dung
L’R") — S'R"), f=>Ty  (1<p<o0)

ist also injektiv; in diesem Sinne gilt LP(R") C .&/(R").

b) d-Distribution(en): Fiir festes y € R™ ist

dy(u) :=u(y) (ue L (R").

'd.h. Ty = 0 impliziert f = 0 fast iiberall
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4 1. Einfiihrung

¢) Der Cauchysche Hauptwert:*

(pv1>(u) = lim ulw) dr (ue S (R")).

z 0+ Jig>e T

1
Wegen / —dr =0 gilt

<|z[<1 ¥
1 B u(z) — u(0) . u(x) -
(pv;)(u) = /x|<1 — d —l—/|x>1 . d

1.4 Bemerkung. Die Fouriertransformation

F: L (R") = LR, u—ul) = (Fu)() = / e u(z)dr (£ € R

mit
dx = (2m) " 2dz
ist linear und stetig: Fiir alle £ € Ny gibt es ein C' > 0 so, dass
[ully < Cllulliinsr  (ue F(R")). (1-2)

Die Fourier-Transformierte .%# : .(R") — .(R") ist bijektiv mit Inverser

u(z) = e u(€) de.

n

=

~)

Fir T € ./(R") definiert man .# 7T := T mit

T(u)=T@) (ue.ZRY).
Dann ist .% : '(R") — .%'(R") stetig, linear und bijektiv mit Inverser #~'T =T,
definiert durch

T(w):=T(@) (TSR, ue S [R).

Die Fourier-Transformation ist in der Theorie partieller Differentialgleichungen von
entscheidender Bedeutung, denn sie verwandelt partielle Ableitungen in punktweise
Multiplikationen, siehe Teil a) des folgenden Satzes.

1.5 Satz. a) FEs gilt DeT = 5“? und 9°T = (—1)"1‘93/0‘? fir alle o € Ny, wobei
x®T kurz fir die Distribution aT mit a(z) := z® (x € R") steht.

2englisch: principal value
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1. Einfiihrung )

b) Ist Cioy(R™) = {f € C(R") | limjy00 f(x) = 0} mit der Supremum-Norm
versehen,” so ist F : L'(R™) — C(o)(R") stetig.!

d) Ist (fxg)(x) = - f(x —y)g(y) dy die Faltung von f,g € L*(R"), so ist

F(f*9)=Ff7.

3dann ist C(g)(R™) ein Banachraum
4Lemma von Riemann-Lebesgue
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6 2. Symbole und Pseudodifferentialoperatoren

2. Symbole und Pseudodifferentialoperatoren

2.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt wird die Klasse der Symbole definiert,
welche wir in dieser Vorlesung betrachten werden. Symbole sind glatte Funktionen,
fiir welche gewisse Abschatzungen fiir die Funktion selbst und alle Ableitungen gel-
ten. Das Produkt von Symbolen ist wieder ein Symbol. Ein wichtiger Begriff ist die
asymptotische Summe von Symbolen, und man kann zeigen, dass es zu einer asym-
ptotischen Summe immer auch ein Symbol gibt, welches diese Asymptotik besitzt.
Dies wird spéter von Bedeutung sein, wenn Inverse von Pseudodifferentialoperatoren
betrachtet werden.

Die Symbole von Differentialoperatoren sind in der Symbolklasse enthalten, genauer
handelt es sich hier um klassische Symbole. Dies sind Symbole, welche eine asymp-
totische Summe mit homogenen Symbolen besitzen.

Im folgenden schreiben wir

(y) =1+ y* (yeR").

Offensichtlich ist y — (y) € C>°(R"), und es gilt

() < (1+y) <V2(y) (yeR.

2.2 Definition. Es sei p € R. Mit S*(R") bezeichnen wir denjenigen Unterraum
von C®(R" x R")°, dessen Elemente folgende Eigenschaft haben: Fiir alle & € Ny
ist

Ipli” = sup [0;0Ep(x,E)[ (€)™ < oc. (2-1)
jalH8I<k

Wir nennen solche p ein (Links-)Symbol der Ordnung p. Setze

S=°(R™) = (] S*(R™).

peER

Die Symbolklasse S*(R™) ist ein Spezialfall einer allgemeineren Definition und ist in
der Literatur oft als Sj'y(R") zu finden. Da wir jedoch Klassen der Form Sy ,(R")
nicht betrachten werden, verzichten wir auf den unteren Index.

2.3 Beispiel. Es sei i € Ny und
pl,€) = Y aa(@)€*,  a € CF(R). (2-2)

o] <pe

Dann ist p € S#*(R"™) ein Linkssymbol der Ordnung .

5dies ist der Raum aller glatten Funktionen R™ x R* — C
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2. Symbole und Pseudodifferentialoperatoren 7

2.4 Beispiel. Fiir p € R ist (€)* € S#(R™) ein von z unabhéngiges Symbol. Denn
per Induktion zeigt man: g (£)" ist eine endliche Linearkombination von Termen
der Form py(€)(£)#*~% mit Polynomen p, vom Grad < k und 2] — k > |a|. Also

02" < CEy R < gyl

2.5 Beispiel. Es sei p € R und p € C*(R" x R") erfiille
plx, i) = t'p(x, &) (z €R", [([ =1, ¢ = 1)

(man sagt p ist positiv homogen vom Grad p fiir grofie £) und

sup  [0200p(z, )| < o0 (B € ND).
zeRn, |€]<1

Dann ist p € S#(R") ein Linkssymbol der Ordnung .

2.6 Lemma (FEinfache Eigenschaften). Im folgenden seien p, i € R.

a) SH(R™) ist ein Fréchetraum mit den (Halb-) Normen aus (2-1).
b) p— 929%p : SH(R™) — Sr=lel(R™) st linear und stetig.

c) (p,p) — pp : SH(R") x SA(R™) — SHFHA(R™) ist bilinear und stetig.

)
)
)
d) SF(R™) < SH(R"),5 falls i < pu.

2.7 Beispiel. Es sei p(z,{) wie in Beispiel 2.3 und P : (R") — Z(R") der
Differentialoperator gegeben durch

(Pu)(z) = > aa(z)DJu(x).

o <p

Wegen Satz 1.5.a) ist
0a(0)D*u(r) = aa(z) FHE D) ) = anla) [ ewSeoale) de
— [ e e

Also erhalt man

(Pu@) = [ e ale) (e S @) 23)

6X < Y meint hier, dass X C Y und dass x — = : X — Y stetig ist, also dass die Topologie
von X stérker ist als die Spurtopologie von X bzgl. Y.

© Robert Denk 4. 9. 2014



8 2. Symbole und Pseudodifferentialoperatoren

2.8 Definition. Fiir ein Linkssymbol p € S#(R") und v € .(R"™) definiere

bl Dyl(a) = fop(p)ul(e) = [ e=plr. A dE (x € R,

n

p(x,D) = op(p) heiBt der Pseudodifferentialoperator (kurz: PsDO) mit Symbol

2.9 Beispiel. Jeder Differentialoperator mit Koeffizienten aus Cg°(R™) ist ein
PsDO, vgl. Beispiel 2.7. Insbesondere gilt fiir den Laplace-Operator:

A= +...+0, =-D; —...—D; =p(D), p&)=-&—...—& =—["

2.10 Satz. Es sei p € SH(R") ein Linkssymbol. Dann ist
p(z,D): S (R") — L (R")
stetig und linear. Genauer: Zu jedem k € Ny gibt es ein C' > 0 derart, dass
oz, Dyulls < ClIpIE ullironargy  (u € (R, p € S*(RY),

wobei [p] die kleinste natiirliche Zahl mit max(u,0) < [u] bezeichnet.

Beweis. Der Einfachheit halber sei u € Ny. Zunéchst haben wir fiir beliebiges g €
SH(R™) und v € . (R™), dass

sup |[op(q)v](z)] < sup /n<£>"1!<£>“Q(ﬂf,£)| () Ho(g)] dg

reR™ reR™

< gl 14€) 15 / (&) e

n

< Ol @i 2 O llall®
< Cllgllo “I[ollutnrr < Cllgllo v llpt2ns2-

Fir a, f € Ny und u € . (R") gilt nun

20 fop(p)ul(x) = Cﬁl,ﬁ2xa/ (92 p) (w, )€ u(€) d.
B1+B2=p "

Verwendet man nun Satz 1.5 a), dass 2% = Dg‘e”£ und partielle Integration, so
folgt

297 lop(p)ul(z) = D Cﬁl,ﬁz,al,az/ (07208 p) (w, €) F (197 u) (€) A€
B1+B2=p R™

al1toas=«
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2. Symbole und Pseudodifferentialoperatoren 9

-, %3 , Oy, 2,010 0P (92205 2p) (21 07 w) ] ().
1+062=

al1tas=«

Anwenden obiger Abschéitzung liefert

sup |2°02op(P)u)(2)] € D Chy pmansan 10208781V |2 02 ]| 2o

z€R™ B1+B2=p
a1 tas=a

< Caplplis sl ullis2n 211151

Summation iiber alle |a| + |5] < k ergibt die Behauptung. O

2.11 Definition. Es sei o € R und p; € S*(R") fiir j € Ny, wobei

Jj—o0

H=fho = fl1 = fg = ... T —0OQ.

Wir sagen, dass p € S*(R") die asymptotische Summe der p; ist und schreiben

p~ > pj, falls
7=0

N—-1
p— Y. p; € S"(R") (N eN).
j=0

0 ¢ <1,
1 ojgl>2

Notation: y € C*(R") heifit eine 0-Ausschneidefunktion, falls x(£) = {

2.12 Satz. Es sei pip € R und p; € S*(R"™), j € Ny, mit p; \y —oo. Dann gibt
o0

es ein p € S (R™) derart, dass p ~ Y pj. Dieses p ist modulo S~>°(R™) eindeutig
j=0

bestimmidt.

Beweis. Existenz: Sei x eine 0-Ausschneidefunktion und 0 < ¢ < 1. Dann ist fiir
la] > 1

Chelel, € e R,
0, €] < e oder 267 < |¢].

|08 x(e€)] < {

Fiir [¢] > 1ist (€)* = 14 [¢]* > 2|¢* und damit (§)~" < €[ < v2(§)~". Fiir
elé] € [1,2] gilt daher £ < 2|¢|~" < 2v/2(€)~!. Also folgt

10gx(e€)] < Cle)7lel (0<e<1, £€RY)

“Statt 1 bzw. 2 kann man auch beliebige Konstanten 0 < ¢; < ¢y verwenden.
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10 2. Symbole und Pseudodifferentialoperatoren

fiir alle @ € Nj.® Es folgt
10807 [x(€)p; (2, €)]| < Cap(€)5™ 1 = (Chap€) ()W (24
Jetzt wihle eine Folge 1 > g9 > &1 > ... > ¢; ﬁ—oo> 0 mit
Capei <27 (la] + 18] < j).

Falls £,|¢| < 1, gilt x(£;€) = 0. Im Falle ¢;|¢| > 1 gilt £;(¢) > 1 und damit (§) 7! < e;.
In beiden Féllen erhalten wir aus (2-4) die Abschétzung

10800 [x(£5€)p;(w, )] < 277(Y 10 ((2,€), |l + 18] < ). (2-5)
Jetzt definiere .
z,§) = ;X(gjf)pj(l"»f)-

Dies ist eine lokal endliche Summe, insbesondere p € C*°(R™ x R"™). Fiir beliebig
gegebenes N € N ist

N-1 N-1 00
p—>pi= 2 (xE)-Dp 4D x5
7=0 j=0 =N
~ ~~ —_—
€S—°(R"), da = 0 fiir €] > 2e5% =qn (2,€)

Wir miissen zeigen, dass gy € S*¥(R™) ist. Seien dazu «, 8 € N beliebig vorgege-
ben. Wihle j, € N mit

jo = max(N, la] + [8]) und i, + 1 < p.
Dann ist
Jo—1

an(x,€) = Y x(5;9)p; +jo (2, ).

j=N

ESHN (R™)
Nach Wahl von j, und wegen (2-5) gilt
\86@5(]]0 (z,8)| < (Z 92— J) uwflal < <§>uzv*|a\.
j=jo

Daher ist
10200 qn (2, €)| < Ca (&)1,

Eindeutigkeit: Seien p™, p® € S#(R™) und p®*) ~ 3" p;. Dann ist

M — p® — ( 1 _ ZP) ( ij> € SHN(RM).

Also pV) — p® ¢ NQN SEN(R™) = S™°(R™). O

8d.h. {x(e€) | 0 < & < 1} ist eine beschriinkte Teilmenge in S°(R™).
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2. Symbole und Pseudodifferentialoperatoren 11

2.13 Definition. Das Symbol p € S*(R"), u € R, heifit ein klassisches oder
polyhomogenes Symbol, falls es p; € S#7(R™), j € Ny, gibt mit

pj(x,tf) = tu_jpj(x7§) (I € an |§| > 1; t > 1)

und p ~ 3 p;. Den Raum aller solcher Symbole nennen wir Sgj(R™).

2.14 Beispiel. a) p(z,&) = > a.(x)E* = ipj(x,g) mit pj(z,§) = > aq(x)E™

|| <pe J=0 |a|=p—3

b) Es sei p(§) = (£) 72 = ﬁ Dann ist p € S72(R") und

Nz D S
1+|£|2 mzw =D TP

(£ #0).”

Sei y eine 0-Ausschneidefunktion. Nach Beispiel 2.5 ist dann

PO = X2ty € SR

Dann ist p ~ > pj;, da wegen oben und Lemma 2.6.c)
7=0

o Z_O pj(’f) = T;;ﬁ) (1<:_1|)§’2) + Sl —x)(28)p(§&) € S*Z(NJrl)(Rn)'

€Cg°(RP)CS—o0 (R™)

9Induktion!
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12 3. Oszillator-Integrale

3. Oszillator-Integrale

3.1 Worum geht’s? Die Methode der Pseudodifferentialoperatoren ist vor allem
deswegen erfolgreich, weil die Eigenschaften eines Kalkiils gelten: So ist die Kom-
position zweier PsDO’s wieder ein PsDO, und man kann das zugehorige Symbol
auch (als asymptotische Summe) angeben. Dies erlaubt es in Anwendungen, z.B.
die Inverse relativ gut zu bestimmen. Technisch ist beim Beweis dieser Aussagen
zu beachten, dass mehrfache Integrale mit komplexen Exponentialfaktoren auftau-
chen, was immer Konvergenzschwierigkeiten zur Folge hat. Eine Moglichkeit, diese
Schwierigkeiten zu umgehen, liegt darin, einen etwas allgemeineren Integralbegriff
zu verwenden, den der Oszillator-Integrale.

3.2 Bemerkung. Seien p; € S*(R") und u,v € ./(R"). Dann

oo )el@) = [ ([ e oty )t

Wir fiihren jetzt eine formale (und tatséchlich falsche) Rechnung zur Komposition
zweier PsDO durch.

fop(p) op(pa)a)](0) = [ [ &) ([ [ patat, u(e) dee) aw'ag
= / / / / @i E (1 ) po(a, ) u(2) da'de dzde.

Nach Variablensubstitution y = 2/ — z und n = £ — £ folgt

= [[ e ([ e+ mpate + 9.6 dyn) u(z) dzd

J/

=:p(z,£)
= [op(p)u](z)
Problem: Der Integrand in der Definition von p ist im allgemeinen nicht integrierbar.

Losung: Verallgemeinerter Integralbegriff!

3.3 Definition (und Lemma). A™7(R™) (m,7 € R) sei der Raum aller glatter
Funktionen a : R" x R® — C mit

lali™™ == sup {10587 aly,n)|{y) " (n) "} < oc.
|| +[8|<k
y,neR™

Die Elemente von A™7(R") heiflen Amplitudenfunktionen. Dann ist A™7(R™) ein
Fréchetraum und S™(R™) — A™9(R").
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3. Oszillator-Integrale 13

3.4 Satz. Es seia € A™(R") und x € L (R” x R") mit x(0) = 1. Dann existiert
der Grenzwert

Osla] = OS-/ / e”"a(y, n) dydn = lim / / e Vx(ey,en)aly,n) dydn.  (3-1)

Fiir beliebige 1,1" € Ng mit 21 > n+m und 2" > n+ T ist

Oslal = [ [ )" (1= A" [0 - Aaly. ] dyd. (32

Beweis. 1. Schritt: Setze x.(y,n) = x(¢y,en). Dann gilt

i) xe € S (R*™) fiir alle € > 0,
i) sup {[0000x-(y,m)| | 0 <e <1, (y,n) € R*} < oo fiir alle o, § € Nf,

L lal+18[=0

punktweise auf R?".
0, sonst

i) 9098 x(y,n) % {

2. Schritt: Es gilt
()72 (1= ) e = 01 = () (1 - A, e

Bezeichnet I. die rechte Seite von (3-1), so folgt durch partielle Integration
I = // e ()7 (1 = A) (x:(y. m)aly, n)) dydn
= [[ e - a)" [0 - 8) (e lymaty.n)] dudn

/

-~

< (y:m)
Wegen (-)" € S"(R"™), ii) und Produktregel gilt
19:(y, )| < Curllally Zow ()™ ()™~ (3-3)
Also hat g. eine gleichmiflige L'-Majorante. Wegen iii) ist

g:(y.m) =5 ()™ (L= A [ 7F (1 - A aly. )] -

Die Behauptung folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz. [J

3.5 Korollar. Der Wert in (3-1) hingt nicht von der Wahl von x € ./ (R*") ab.
Die Abbildung
a > Osfa] : A™"(R") — C.

ist stetig (beachte (3-3)). Ist a € L'(R*"), so ist

Osla] = / / e a(y, n) dydn.
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14 3. Oszillator-Integrale

3.6 Lemma. FEs seia € A™7(R"). Dann gelten:

a) Partielle Integration: Osly“a] = Os[Dga), Os[n’a] = Os[D}a).
b) Translationsinvarianz: Osla)] = Os[e™"WmoFTvontvomo) g (y + yo 1+ n)].

c¢) Ist a(y,n) = a(y), so ist Os[e™"a] = a(z).

Beweis. a) Es geniigt, die erste Gleichheit zu beweisen. Wegen
yae—iyn — (_Dn)ae—iyn

und partieller Integration ist

Os[y“a] = lim / / “W DY (x(ey.en)aly, n)) dydn
Zgg%OS[Dﬁ( X(ey,en)aly, n))].

Schreibe
DS (el malym) = 3 (g) (D2x2) (1) (DPa) . )
BLa
=3 () (DX ey, em)(De P a) (v, m)-

-3 ()"

Wegen

(DEx)(ey,en)] < Ci(a) (y,n €R™ e €(0,1], B < a)
und

(D a)(y.m)| < Ca(a)y)" ()™ (y.n €R", B < a)
folgt Dy(x-a) — Dja gleichméflig auf Kompakta und auch

| Dy (xea) — Df]‘aﬂgw —0 (e6—0).

Mit der gleichen Uberlegung sieht man DngDf]‘(XEa) — DngDg‘a gleichmafig
auf Kompakta und || Dy (x.a) — Dyall,"" — 0 (¢ — 0). Somit gilt Dy (x.a) — Dya
in der Topologie von A™7(R"), und nach Korollar 3.5 folgt a).

b) Wir substituieren

—hm// "V (ey e )aly' ')y dn’

e—0

- / / "X (e(y + o), £(n + o) e EITER) (y 4 yo, )+ 170) dyel.

e—0
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3. Oszillator-Integrale 15

Genauso wie im Teil a) zeigt man, dass

X(E(y+yo), () )e MoV 0 (y oy, agg) — ¢TIV 0y o, 741)
in der Topologie von A™7(R") gilt.
¢) Wahle y € .(R") mit x(0) = 1. Dann

Os[e™"a] = Os / / e=a(y) dydn = lim / x(ey)a y)( / "=V (en) d‘n)c'i“y

~ lim e / x(En)aly)(F ) (222) dy

e—0

=lim [ x(e(z —e2))a(z — e2)(F X)) (2) @z

e
—ala) [ (#7108 = alo)x(0) = ala).
0
3.7 Lemma. Fs sci 0 < f € L{(R"), a € A™"(R") und x € .7 (R") mit x(0) = 1.
a) Ist |a(y,n)| < Cf(y) (m)™, so gilt Os[a] = hm// “x(en)aly, n) dydn.
b) Ist la(y,n)| < C{y)" f(n), so gilt Os[a] = lim // “ix(ey)aly,n) dydn.

e—0

¢) Gilt in a) zusdtzlich, dass /e‘iy”a(y,n) dy € L'(R}), so ist

Osla] = / </eiy’7a(y,n) dy)d‘n.

d) Gilt in b) zusdtzlich, dass /e_iy"a(y,n) dn € L'(RY}), so ist

Osla] = / ( / e a(y,n) dn)c‘fy-

Beweis. Dies folgt jeweils mit majorisierter Konvergenz, da die jeweiligen Integrale
existieren. O

3.8 Lemma (Ungleichung von Peetre). Es sei s € R. Dann gilt

(E+m) <28 (P baw. (&) < 2B E—np) ()l (&,meRM).
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16 3. Oszillator-Integrale

Beweis. Zunichst gilt
(y) <A +1yl) <V20y) (yeR")."
Sei nun s > 0. Dann
1+ [6+n| < 1+[E|+[nl < A+[ENA+n]) = (E+m)® < (1+[E])°(A+[n])* < 2°(6)°(n)°.

Fiir s < 0 gilt analog
<27+ (=m) ™ = {4+ <27 ()" O

3.9 Satz (Fubini). Es seia = a(y,y’,n,n') € A™ (R"™). Dann ist

by, m) :OS_// eV a(y,y',n,n)dy'dy € A™T(R™)

und
050;My.n) = Os-[ [ 7 3p05aly. o/ moof)

Weiterhin gilt

OS// WYy o n,n') dy, o )d(n,m')
—OS// "y" OS// W a(y, Y nn)dy’d‘n>dydﬁ

Beweis. OBdA 7,m > 0. Wegen der Ungleichung von Peetre ist
(( y) ()™ < 277 ()W) )™ )
Dabher ist 8,‘7”85@(3/, o m,+) € A™7T(RF) mit
1050, aly, -0, ME™ < Cramllally oz @)™ ()™
fiir alle £ € Ny. Aus Korollar 3.5 (und (3-3)) folgt
‘OS[@?@yﬁa(ya 51, )H < C||a||2 141 +|a\+|5|<y>7<77>m7

wobei 2l > n+ k+ m und 2I' > n + k + 7. Wegen der zweiten Darstellung des
Oszillator-Integrals in Satz 3.4 und des Satzes von Lebesgue {iber Differenzierbarkeit
von Parameterintegralen gilt

OS[agaga(y, 51, )] = agayﬁ OS[(I(y, 51 )]

10Sjeht man leicht durch Quadrieren.
HSchreibe (y,y") = (y,0) + (0,9").
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3. Oszillator-Integrale 17

und damit b € A™7(R"™). Weiterhin folgt, dass

OS-/ / eb(y,n) dydn

2 [ et () ) (1= 8,)(1 - A,))
[ )1 = A)(1 = Ay alysif 1))t/ 1, )
— Os_// 6—i(y,y’)(nm’)(<n><n’>)—2l((1 - A1 - Ay,))la(y, v n,n')dly,y)d(n,n)

- OS_// 6_i(y’y')(”’”,)a(y, v, n,n)dy,y)dn,n),

/

wobei die letzten beiden Gleichungen wegen Lemma 3.6.a) gelten. O

3.10 Satz. Es sei p € S*(R™). Dann definiert

Pul(e) i= Os[ [ e Mp(o.ute + ) dydn, we CR(RY),
eine stetige Abbildung P : C;°(R™) — Cp°(R™) mit
Pu=op(p)u (ue Z(R")).

Schreibe daher wieder op(p) := P.

Beweis. Fiir festes z und u € C°(R™) ist

a(y,n) == p(z,nu(z +y) € A"°(R").

Also ist P wohldefiniert. Die Abbildungseigenschaft folgt dann mit der Darstellung
aus Satz 3.4 dhnlich wie in Satz 2.10. Fiir u € #(R") ist

oppalia) = [ ([ e menutay)in = [ ([ e mptenpute+ vy )y

-~

s (RD)

29 Oslp(x, n)u(z + )]

3.11 Folgerung. Es sei p € S¥(R™). Dann gilt

(@, &) = e *op(p)e(x) (z,€ €R).

Insbesondere hat jeder PsDO ein eindeutig bestimmtes Linkssymbol.

© Robert Denk 4. 9. 2014



18 3. Oszillator-Integrale

Beweis. Es ist ¢* € C2°(R™). Wegen Satz 3.10 gilt also

e”op(p)e](z) = OS-/ / e~ Ve p(x,n) dydn
" 0 [ eyl -+ ) dyd
= lim ( / e"""x(ey) dy)x(én)p(%é +n)dn
= lim / X(n/e)x(en)p(x, & +n) dn
=lim [ X(n)x(*n)p(x, & +en) dn

— p(a, @/ L) dn = pl, ©)x(0) = p(x, ©).

wobei x € Z(R™) mit x(0) = 1.
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4. Doppelsymbole, Algebraeigenschaft und
Elliptizitat

4.1 Worum geht’s? Die Theorie der Oszillatorintegrale erlaubt es, die forma-
le Rechnung zur Komposition zweier Pseudodifferentialoperatoren zu rechtfertigen.
Damit kann einer der Hauptsétze dieser Vorlesung bewiesen werden: Die Komposi-
tion zweier Pseudodifferentialoperatoren ist wieder ein Pseudodifferentialoperator,
und man kennt das Symbol in Form einer asymptotischen Entwicklung. Als Anwen-
dung kann die Parametrix fiir elliptische Operatoren bestimmt werden.

4.2 Bemerkung. Nach Satz 3.10 ist

op(p)u(z) = OS—/ / e~ p(a, n)u(z + y)dydn.
Eingesetzt erhalten wir fiir die Komposition:
op(p1) © op(p2)u(x)
=05 [ & pu(a. ) op(p2)u)e + )i/ ¢

- Os—/ / e, (2, €) [Os—/ / e py(x + o u(x 4 o + 2")dx"de! | dx'de
= Os—/ / / / eI (2, ) po(x + 2, Eulz + 2 + 2")dx"de dx' de
—Osf [ [ e o mipala + ot + ) da'd dydy

- os-/ / e~ W¢ [os-/ / ey (2, & 4+ n)pa(a + 2, & adx'dn | u(x + y)dyde'

- 0s-/ / e (py ) (., € Yl + y)dyde’
= op(p1#p2) (u)(x)

mit

(p1#p2) (2, €) = Os—// e p (2, & + Epo(x + o, ) dx'de.

4.3 Definition. Es seien j, 1/ € R. Dann bezeichnet S#* (R x R") den Raum aller
glatten Funktionen p : R" x R” x R” x R" — C mit

IpllE™ = sup (&)l N 9g a0 0] pl, €, 2, €)| < 00
I7x/7€7§,€Rn7
| +]a|+|8]+]8'|<k
fir alle & € Ny. Dies ist ein Frechetraum mit vorigen (Halb-)normen. Die Elemente
nennen wir Doppelsymbole.
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20 4. Doppelsymbole, Algebraeigenschaft und Elliptizitit

4.4 Satz. Es seip € S (R" x R™). Dann definiert

Pu(z) = OS-// e Oz, @y, ulz +y +y) dly,y)dn, o)
einen stetigen Operatoren P : /' (R™) — Z(R") bzw. P : C;°(R™) — C°(R™). Wir

schreiben wieder
P = Op<p) - p(xa DI? xlv D:B’)

Es qilt
Pu(x) = /emE(/e_mIﬁ(/em,g(/e_m"f/p(x,é,x',{')u(w”) dx")dﬁ')dx’)d’f.

Beweis. Fiir festes x ist

a(y.y',n,n') = ple,n,x + g Jule +y +y) € AFFOR),
Daher ist Pu(z) wohldefiniert. Fiir die zweite Darstellung von Pu(x) verwendet
man wieder die Darstellung aus Satz 3.4. Die Details werden hier weggelassen, siehe
Kumano-go [5], Lemma 2.3 in Chapter 2 (p. 67). Die Abbildungseigenschaft von P
folgt aus (4-2), siehe unten. O
4.5 Beispiel. a) Es seien a;(z) € Cy°(R™) und p;(¢) € S* (R™). Dann ist

p(x,&,0", &) = a1 (2)p1(§)az(x)pa (&) € SH+2(R™ x R™)

und
Op(p) = Ma1 Opl(D) © Ma2 OPZ(D)>

wobei M,; den Operator der Multiplikation mit a; bezeichnet.

b) Falls p unabhéngig von ¢’ ist, d.h. p = p(x, &, z’), so gilt
(Pu)(x) = // e, € 2 Yu(a)dx' de
als iteriertes Integral. Speziell gilt fiir p = p(§, 2')
(Pu)(w) = [ [ e epte '

wieder als iteriertes Integral. Symbole dieser Form heiflen auch Rechtssymbole. Man
vergleiche mit einem Linkssymbol p = p(z, ), bei welchem

(Pu)(w) = [ [ ¢ p(a uta')da'de
als iteriertes Integral gilt.
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4.6 Beispiel. Es seien p; € S*(R") (j =0, 1) zwei Linkssymbole. Dann ist

p(x, & 2", &) = pi(x,§)pa(', &) € S #2(R™ x R™).

Nach Bemerkung 4.2 ist die formale Rechnung aus Bemerkung (3.2) korrekt ist,
wenn man Oszillator-Integrale verwendet, d.h.

p(x, Dy, 2, Dy )u = (pl(x, D) o po(z, D))u, u € L (R").

4.7 Satz. Fiir p € S** (R" x R") setze

pr(r,§) = OS—// e Yp(x, &+ n,x +y,§) dydn.

Dann st
p s pr s SP(R? x R™) —s SHHY(R™) (4-1)

eine stetige Abbildung und
pr(z, D) = p(x, Dy, 2, Dyr). (4-2)

Weiterhin gilt die asymptotische Entwicklung

o0

pL(‘r7§> ~ Z ﬁagng’p(xjaxljgl) . (4_3)

o0 o o=t

Beweis. Zunéchst ist wegen der Peetreschen Ungleichung und der Kettenregel
020205 0 (e, € .+ ,E)] < CBILLS oy ) 1T (40
mit C' = C(a, o, 3,5, 1'). Aus Satz 3.9 folgt,'” dass pr € C®(R" x R") mit

3?35191:(!16,5) - Osy,n [agagp(xvg + n,r + y7€>] .

Aus der Stetigkeit von Os[], vgl. Folgerung 3.5, und (4-4) folgt (4-1).
Per Taylor-Entwicklung gilt

plz,é+nr+y,E) =D, %pa(x,é,x+y,£)+

la|<N =+

le% 1
+N > T =0 "pa(z, &+ 0n, 2 +y.€)db,

|
lajl=N & Jo

123]s Analogon zu den klassischen iiber Differenzierbarkeit von Parameter-Integralen
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22 4. Doppelsymbole, Algebraeigenschaft und Elliptizitit

wobei po(,§,y,m) = 0¢p(z,§,y,m). Wegen Lemma 3.6.a) ist also

pL<x7£) Z ol OSy 77[( ’pa>($’£>$+y7£>]+

la|<N

1
+N > a/o Osyy [(Dgipa)(@,§ + 0n,x +y,§)] db
:57’0,0(1'75)

Nach Lemma 3.6.c) gilt

Osy,ﬂ[(Dg’pa)(x>€7x + yvf)} = (Dg/pa)(x7€7x7€>'

GleichméBige Abschitzungen in 0 < § < 1 wie oben in (4-4) zeigen, dass {74 | 0 <
0 < 1} eine beschrinkte Menge in S##'~1el(R™) ist. Das zeigt (4-3).

Sein nun x € .(R") mit x(0) = 1. Dann ist
pre(z,§) = x(g€) // e~ (ey)x(empl, € + 0,3 +y, &) dydn = py(x, )
und, gleichméfigin 0 <e <1,

Ipre(z,€)] < C(€)H+H Vo &eR

Wegen dominierter Konvergenz ist also fiir beliebiges u € . (R")

e D)ul(w) =ty [ [ €#pn., €€

e—0

— lim ezx&(/ezxs(/ Wy (o€ ol €V (&)df’)d‘x’)d‘g

pe(z, & 2", &) = x(e(€ = &))x(e(z — 2))x(e€)p(, &, 2, ).
Drei mal dominierte Konvergenz zeigt, dass man liH(l) ganz nach Innen ziehen kann.
E—
(4-2) folgt dann aus Satz 4.4. O

mit

4.8 Satz. Fir p; € S*(R") setze

(M#M)(%f) = OS-// €_iynpl($a §+ 77)292(95 +Y, f) dydn.m

Dann st
(p1.p2) = pr#p2 « SM(R™) x S#2(R™) — SHHH2(R™) (4-5)

131 4#po heiBt das Leibniz-Produkt von p; mit ps.
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bilinear und stetig und
op(p1)op(pz) = op(p1#p2)-

Es qgilt die asymptotische Entwicklung

<1
piftpe ~ ) —(0¢p)(Dpa). (4-6)
|o|=0 ~**
Beweis. Folgt sofort aus Beispiel 4.6 und Satz 4.7. O]

4.9 Folgerung. a) Sind p; € S (R"), so gilt
pi#p2 — pip2 € SMTRTHRY).
b) Ist [A, B] = AB — BA der Kommutator von A und B, so gilt
[op(p1), op(p2)] € S* T H(R™).
c¢) Seien p € SH(R™) und ¢, € C°(R™) mit pip = 0. Dann ist
poop(p) oy e ST(R").
4.10 Definition. Sei p > 0. Das Symbol p € S#(R™) bzw. der Operator op(p)
heiflen elliptisch, falls es C, R > 0 gibt mit

p(z,8)] = C©" (¢l = R). (4-7)

4.11 Beispiel.  a) A ist elliptisch mit Ordnung 2, da A = op(p) mit p(¢) = —|¢]2.

b) Es sei p € S#(R") elliptisch und p’ € S*(R") mit ¢/ < p. Dann ist p + p/
elliptisch der Ordnung p: Fiir |£] hinreichend grof ist

p+p =p(l+p'/p) und [p'(z,&)/p(x,E)| < 1/2.

4.12 Satz. FEs seip € S¥(R™). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) p ist elliptisch.
b) Es gibt ein qp € STH(R™) mit 1 — qr#p € S™(R"™).

c) Es gibt ein qr € ST*(R™) mit 1 — p#qr € S™°(R"™).
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qr, heifit eine Linksparametriz, qr eine Rechtsparametrix.
Beweis. b) = a): Sei r := 1 — qp#p € S™°(R"). Fiir s := qr#p — qrp gilt nach
Folgerung 4.9 a) s € S~'(R") und

l—r=q#p=qgp+s = qp=1-(r+s)
Dat:=r+sec SHR") gibt es ein R > 0 mit

t(z, )| <5 (zeR" €] = R).

5
Fir €] > R gilt also

= O

=, €) 1/2
he 0l = | | 2 g

a) = b): Wahle eine Ausschneidefunktion y mit x(§) = 0, falls |{| < R. Setze dann

q(z,€) == x(¢) Vaz,6eR"

Dann gilt

0¢0%a(r, ) = X(OFD] gy mod SR,

Per Induktion

|| +|8]

. . 1 14k
0= S Y Con@poln) @i (D)
k=1 oi1+..+op= p
Brt...+Br= ﬁ
Es folgt, dass ¢ € S7#(R™). Nach Folgerung 4.9.a) gibt es ein 7 € S~! mit
gfp=gqp+r=x+r=1—(1-x)—7).
~———
=reS—1(Rn»)

Nach Satz 4.8 und Satz 2.12 gibt es ein ¢ € S°(R") mit

o0
QNZT#], =k
=0 —_——

j-mal

Setze dann ¢y, := gq#q. Dann gilt
qL#p = q#(1 =) ZT#J# (1—7r)=1—7*"=1 mod S~ R").

Da man N € N beliebig wihlen kann, gilt g #p — 1 € S™°(R"™).
a) < ¢): Analog. O
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4.13 Folgerung. Ist p € SH(R") elliptisch, so ist jede Linksparametriz auch eine
Rechtsparametriz und umgekehrt. Wir sprechen daher nur von einer Parametrix.

Beweis. Seien qr, und gg die Links- bzw. Rechtsparametrix. Dann, modulo S~>°(R"),

ar = q.#1 = @ #(p#ar) = (q#p)#ar = 1#4r = qr-
Also folgt p#qr = p#qr = 1, sowie qr#p = qu#p = 1. O

4.14 Satz. Es sei p € S¥(R™). Dann gibt es genau ein Symbol p* € S*(R™) bzw.
p* € SH(R™) mit
{op(p)u,v) = (u,0p(p')v) bzw. (op(p)u,v)r2@n) = (u,0p(P*)V)r2@ny "
fir alle u,v € (R"). Es ist
o (—1)lal i 0
Vo~ > T e -0, o~ > LD e,

I
lal=0 & la|=0

op(p') bzw. op(p*) heiflen der transponierte bzw. formal adjungierte Operator von
op(p).

Beweis. Sei x € (R™) mit x(0) =1 und x(=¢) = x(§). Da x(e&)p(z, &) € SH(R™)
gleichméfig in 0 < e <1 gilt

(opp)u o) =ty [ ([ [ e mexce)pto, )uty) dyde)v(o) do

e—0

—tin [ ([ o eepa ol dr'dg ) uty) dy = (. op(@)o)

e—0
mit dem (von z,£ unabhéngigen) Doppelsymbol p(2', &) = p(2’, —&) (siehe Bei-
spiel 4.5). Nach Satz 4.7 gilt dann die Behauptung mit

Pz, €) = 0s-/ / (x4 y, €+ ) dydn.

Die asymptotische Entwicklung ist gerade (4-3). Der formal adjungierte Operator
geht analog. O]

4.15 Korollar. Es seip € SH(R™). Fir T € . (R™) definiert
(op()T, ¢) = (T,op(P")p) Ve LR
eine Distribution op(p)T € #'(R™). In diesem Sinne ist
op(p) : ' (R") — Z(R").

Die Einschrankung auf .7 (R™) bzw. Cp°(R™) stimmen mit den Abbildungen aus De-
finition 2.8 bzw. Definition 3.10 tberein.

“Dabei: (f,g) = [ f(=
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5. Stetigkeit in Sobolevraumen

5.1 Worum geht’s? Bisher wurden Pseudodifferentialoperatoren in den typischen
lokalkonvexen Funktionenrdumen wie .(R™), Cy°(R") oder ./ (R") betrachtet. In
vielen Anwendungen ist man eher an Hilbertraum- oder Banachraumtheorie inter-
essiert. Daher stellt sich die Frage, ob Pseudodifferentialoperatoren stetige Abbil-
dungen in entsprechenden Sobolevraumen induzieren. Wahrend der Beweis der Ste-
tigkeit fiir L2-Sobolevriume relativ leicht beweisbar ist, ist die analoge Aussage fiir
LP-Sobolevriaume wesentlich schwerer. Eine einfache aber wichtige Folgerung ist der
Satz iiber elliptische Regularitit.

5.2 Definition und Satz (L?-Sobolevriume). Es sei s € R und

R R 1/2
H*(R") := {u e S'(R™) | u ist requlir und ||ulls = </<§>25\u(§)\2d§> < oo} :

Dann ist H*(R™) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(). = [ (©T(TE) de.
S (R™) ist eine dichte Teilmenge von H*(R™). Ist u € ./'(R™) und s € Nqy so gilt:
u € H*(R") <= 0%u € L*(R") Vel <s. (5-1)

Jedes Funktional T € (H*(R™))" ist von der Form

5

u > (U, V) [2(Rny, ve H*(R").!
Definieren wir
A= (D) = op({E)) : ' (R") — ' (R)

so gilt
A0 =1, AM o AW = ABTH

Insbesondere induziert A" Isomorphismen
A*: H¥(R™) — H#(R") VseR. (5-2)

Man nennt A* eine Ordnungs-Reduktion.

5Kurz gesagt: (H*(R™) = H—*(R").
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Beweis. Zur Dichtheit: Die Abbildung ®; : u +— (-)*u ist ein isometrischer Isomor-
phismus H*(R") — L*(R™) mit ®;'(v) = .Z 1({:)*v). Jetzt verwende, dass .7 (R")
dicht in L?(R") ist und dass &' : /(R") — S (R").

Fiir (5-1) zeige allgemeiner:
u € H*(R") <= wu,Diu,...,D,u € H1(R").

Wegen (£)2 =1+ &+ ...+ & ist
K@&”ﬂ@N2:|@fﬂ@H”+é;K§f§ﬂ@ﬂ2=IKWQ@N”+§;KSW@Z@N?

Es folgt

n
lll S = llulls + Zl 105ull3-
j:

(5-2) folgt aus Aru(&) = (E)a(€). 0

5.3 Satz (Hauptsatz iiber die L2-Stetigkeit von Pseudodifferentialoperatoren). Es
sei a € C*"(R™ x R™) mit

m(a) ;== sup ‘8?85a(x,£)‘ < 00,
z,£€R™,
a,B8<(1,...,1)

sowte

op(@ulie) = [ ealw.Oad  ue S@).
Dann gibt es ein C' > 0, das nicht von a abhdngt, mit

lop(@)ull 2y < C (@) lullizny ¥ u € (R,
Insbesondere induziert op(a) einen stetigen Operatoren

op(a) : L*(R™) — L*(R™).

Beweis. Wir verwenden folgende Notationen: Fiir o € Njj und x € R” sei
(i4+2)" = (o)™ (i 2)™,  (i+ D) = (i+ D) -+ (i + D).

Dann ist
(i 4+ Dg)%e™ = (i + y)“e™.

Wir setzen = (1,...,1) und im folgenden sind u,v € .7 (R").
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1. Schritt: op(a)u € L*(R™), da nach partieller Integration

op(@pulz) = (i+ ) [ (i~ Do lale. ()] de.
~———

J/

€L2(Rp) ~~
beschriankt

Nach dem Satz von Riesz und wegen der Dichtheit von .(R") in L*(R") gilt

lop(a)ul[z2 =  sup M'

5-3
T ol (5-3)

2. Schritt: Wir nehmen nun an, dass a kompakten Triger in R?" hat. Dann

(op(a)u,v) 2 = /// @Dz Euly)o(@) dydeds
_ / / / / G EVE G 0 V() dydedadn.

Partielle Integration liefert

(oplayu, o) = [[[ [ p,y

- u(y) ()
{(i - DeYa(z,¢) G } ey vgdry

Aus
(i —D)’(fg) = >_(-1)*((i — D)>*f)D

a<d

folgt dann

op(an )iz =5 [[[ [ ete ol {prti = Dot o))

sma UY) o(n)
X {(’L—Dz) C— }(i+£ s dydedady

// “{De(i — De)alw,€) }falw, Og(x,€) dade,

wobei

g(z,8) = g(x,&w /‘“”7Z+§ ) dn

ol = folo i) = (1)) [ e Doyt
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Die Hélder-Ungleichung impliziert
|(op(a)u, v)r2| < Cw(a) D || fallezean)llgll 2 gean)-
a<d

Wegen des Satzes von Plancherel ist

_) 2
(i+&—-n)°

oy = [ ote ey 86 = [ [cposs] decn

- [ aewe [ F@PEd = clolt;

o e = ||

L2 (Rg)

und

Analog hat man

2
fallgeon = [ 1ol ey do = [ ](z—w-a% dudy

: o L2
= []6= Do ar [Py =l

|(op(a)u, v)p2| < C'm(a) [fuf 2|l e

Insgesamt folgt

3. Schritt: Sei nun a allgemein. Wahle x € Z(R™ x R™) mit x(0,0) = 1 und setze

ac(z, &) = x(ex,e8)a(z,§), 0<e<l.

Dann gilt
m(a.) < Cym(a) Vo<e<l1

und, nach Schritt 2,
e—0
(op(a)u, v) g2 €= (op(ac)u,v)2 < Cym(a) |ullz2]|v] 2.
Fiir die Konvergenz setze b. = a. — a. Dann ist

fop(be)ul(z) = / b (x, €)a(€) dE 2% 0

wegen dominierter Konvergenz und op(b.)u ist beschriankt, gleichméfig in . Wieder
mit dominierter Konvergenz folgt

(op(be)u, v)p2 = / (B.u)(z)v(z) dz <=5 0.
Aus (5-3) folgt die Behauptung. -
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5.4 Satz. Es seip € S*(R"™). Dann ist
op(p) : H*(R") — H*#(R"), s € R,
stetig und ebenso

p+— op(p) : SH(R") — L(H*(R"), H*"*(R")), s € R.

Beweis. Nach Satz 5.3 gelten die Behauptungen fiir 4 = s = 0. Im allgemeinen
setzen wir

ap(z,§) = <€>87“#(p(33» f)(@is)'

Dann ist
P+ a,: SHR") — S°(R")

stetig und
op(p) = A*"?oop(a,) o A°.

Anders gesagt, das folgende Diagramm ist kommutativ:

LAR7) 2 p2(Re)
e
H(R") 0% HH(R")

Da Ordnungsreduktionen stetig sind, folgt die Behauptung. O]

5.5 Korollar (Elliptische Regularitét). Es sei p € S*(R") elliptisch. Es sei u €
U,er H (R™) eine Lisung von op(p)u = f und f € H*(R™). Dann ist u € H**(R").

Beweis. Sei ¢ € S™#(R") eine Parametrix von p. Dann ist r := ¢#p — 1 € S™°(R")
und

op(q)f = op(g#p)u = u + op(r)u.
Nach Satz 5.4 sind op(q) f € H*™(R™) und op(r)u € (), H"(R"). O

5.6 Korollar. a) Ist u € H*(R") harmonisch,'® so ist u € H*(R").

b) Ist p € SH(R™) elliptisch und p > 0. Ist u € H*(R"™) und Pu = Au mit A € C,
s0 ist u € [, eg H'(R").

690 h. Au=0
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5.7 Satz (A priori-Abschitzung). Sei p € SH(R") elliptisch mit ;1 > 0 und s € R.
Dann gilt fir v € H*(R™) die a priori-Abschditzung

Csllul

Hs(]Rn) S ||Op(p>u| Hsfu(Rn) + ||U| Hsfl(Rn) S C;||u| HS(R”)‘

Dabei hangen die Konstanten Cy und C. von p und s, aber nicht von u ab.

Beweis. Sei q eine Parametrix von p und r := g#p — 1 € S~°(R"). Dann folgt

e < Cr(|lop(p)ull grs—n + Jul| ) < Collul

|ull s < |lop(q)op(p)ul s + |lop(r)ul e

]

5.8 Bemerkung. Wie man im Beweis sieht, kann in obiger a priori-Abschétzung
||u|| grs—1 durch ||u|| gs—» fir jedes k > 0 ersetzt werden, insbesondere durch ||u||gs—u.
Fasst man somit A := op(p) als unbeschriinkten Operator in H°(R") = L*(R") mit
Definitionsbereich D(A) = H*(R™), so besagt obiger Satz, dass die Graphennorm

[ulla = lJullL2@ny + [ Aull L2(zmy
dquivalent zur Norm ||| gu(mny ist.

Wie bereits erwéhnt, ist die LP-Stetigkeit von Pseudodifferentialoperatoren wesent-
lich schwerer zu beweisen. Es gilt folgender Satz, der hier nicht bewiesen wird.

5.9 Satz (LP-Stetigkeit von Pseudodifferentialoperatoren). Sei p € S°(R™). Dann
induziert p einen stetigen linearen Operator

op(p): LP(R™) — LP(R™).

Die Abbildung S°(R™) — L(LP(R™)), p — op(p), ist stetig.

5.10 Korollar. Seip € SH(R™) mit p € R, und sei 1 < p < co. Dann induziert p
einen stetigen Operator auf den Bessel-Potentialrdumen

op(p): Hy(R") — 3 (R")
fiir alle s € R.

Dabei sind die Bessel-Potentialraume H;(R") definiert als die Menge aller tempe-
rierten Distributionen w, fiir welche

||U||H5(R") = “9’—1<5>5}7U“LP(RH)

endlich ist.
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Beweis. Der Beweis folgt iiber Ordnungsreduktion genauso wie der Beweis von
Satz 5.4, wobei die entsprechende Stetigkeit von A® jetzt direkt aus der Definiti-
on der Norm der Bessel-Potentialraume folgt. O

5.11 Bemerkung. Das letzte Korollar besagt im Falle 4 € Z insbesondere die
Stetigkeit in den Sobolevraumen W7 (R") — W7=#(R") fiir ganzzahliges s, da diese
mit den Bessel-Potentialrdumen iibereinstimmen, wie man unter Verwendung des
Satzes von Michlin sieht. Durch reelle Interpolation erhélt man die Stetigkeit in den
Besovrdumen By (R") — By #(R").

Es folgen noch einige Bemerkungen zur lokalen elliptischen Regularitdat. Wir begin-
nen mit Standardbezeichnungen.

5.12 Definition. Man setzt H*°(R") := [, H*(R") und H~*(R") := {J . H*(R").
Falls P = op(p) mit p € S*(R"), so schreiben wir P € W#(R"). Insbesondere ist
U,er ¥"(R") die Menge aller Pseudodifferentialoperatoren.

5.13 Definition. a) Sei G C R" ein Gebiet und u € 2’(G). Dann heift
singsuppu := G\ {zo € G: 3U C G offen, zy € U, u|y € C*(U)}

der singuldre Tréiger von wu.

b) Ein Operator P: H~*°(R") — H~*(R"™) heift lokal, falls gilt
supp Pu C suppu  (u € H°(R")).
P heif3t pseudolokal, falls gilt
sing supp Pu C singsuppu (v € H *(R")).

Analoge Begriffe werden auch fiir Operatoren in Gebieten G definiert.

c¢) Sei P € W#(R") fiir ein p € R. Dann heifit P hypoelliptisch an der Stelle x, falls
eine Umgebung U von z( existiert mit

U Nsingsupp Pu = U Nsingsuppu (v € H™*(R")).

Nach obiger Definition sind Differentialoperatoren (mit unendlich oft differenzier-
baren Koeffizienten) lokale Operatoren. Der folgende Satz war angeblich Grund fiir
die Namensgebung der Pseudodifferentialoperatoren.

5.14 Satz. Jeder Pseudodifferentialoperator ist pseudolokal.
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Beweis. Seien y € R und P € UH(R"™). Sei u € H™*(R") und zy ¢ singsupp u.
Dann existiert eine Umgebung U von x¢ mit u|y € C*°(U). Wéhle p,¢ € 2(U) mit
¢ = 1 in einer Umgebung von z, ¥ = 1 auf supp ¢ und schreibe

oPu = oP(u) + pP((1 - Y)u).

Dann gilt Yu € Z(R") ¢ H>*(R") und daher P(yu) € H*(R"™). Nach Korol-
lar 4.9 ¢) ist P(1 — ) € U=°(R") und daher gilt @P((1 — ¢¥)u) € H>®(R").
Insgesamt folgt o Pu € H*(R") C C*(R"), wobei die letzte Inklusion nach den
Sobolev-Einbettungssédtzen gilt. Wegen ¢ = 1 in einer Umgebung von z( gilt in
dieser Umgebung @ Pu = Pu und damit xq & sing supp Pu. O]

5.15 Satz. Seien p € R, P € V*(R™) und xo € R". Falls ein Q € |J
und ein p € P(R™) existieren mit ¢ = 1 in einer Umgebung von x¢ und

r(R")

veR

p(1—=QP) € ST (R")
(d.h. Q ist eine lokale linke Parametriz zu P), so ist P hypoelliptisch an der Stelle

Zo-

Beweis. Sei Pu= f mit u, f € H*°(R"). Nach Voraussetzung ist

ou —Qf = pu — pQPu € H*(R"),

d.h. sing supp pu = sing supp 9@ f. Da ¢@Q pseudolokal ist (Satz 5.14), folgt

sing supp pQ f C singsupp f

und damit sing supp pu C singsupp f. Da ¢ = 1 in einer Umgebung von x, gilt,
erhalten wir singsupp u C sing supp f. Die andere Inklusion gilt nach Satz 5.14. [

Insbesondere folgt aus dem letzten Satz, dass elliptische PsDOs an jeder Stelle hypo-
elliptisch sind. Es gibt aber auch hypoelliptische Operatoren, welche nicht elliptisch
sind, z.B. 93, + 92,.

5.16 Korollar (Elliptische Regularitét im Inneren). Sei P ein elliptischer PsDO,
G C R" ein Gebiet und w € H=*°(QG) eine Liosung der Gleichung Pu = f in G mit
f € C(G). Dann gilt u € C=(G).

Insbesondere folgt u € C*°(G) fir Losungen von Pu = 0 in G und fir Losungen
von Pu = Au in G. Speziell sind Eigenfunktionen des (Dirichlet- oder Neumann-)
Laplace-Operators auf G im Inneren von G unendlich oft differenzierbar.
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6. Pseudodifferentialoperatoren auf
Mannigfaltigkeiten

6.1 Worum geht’s? Pseudodifferentialoperatoren treten in Anwendungen haufig
nicht im R™ auf, sondern in Gebieten oder auf Mannigfaltigkeiten (etwa im Rah-
men der allgemeinen Relativitdtstheorie oder bei Randwertproblemen, wobei hier der
Rand die Mannigfaltigkeit ist). Daher stellt sich die Frage, wie das Konzept der Pseu-
dodifferentialoperatoren, welches ganz wesentlich im R"™ definiert war, auf Mannig-
faltigkeiten iibertragen werden kann. Man beachte, dass die Fourier-Transformation
nur im Ganzraum definiert ist, eine direkte Ubertragung also nicht méglich ist.

a) Mannigfaltigkeiten: Eine schnelle Einfiihrung

6.2 Definition (Mannigfaltigkeit). a) Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein
topologischer Hausdorff-Raum M mit abzdhlbarer Basis der Topologie, welcher lokal
homoéomorph zu R ist, d.h. zu jedem Punkt p € M existiert eine offene Umgebung
U von p und einen Homéomorphismus x: U — V' C R™. In diesem Fall heiit (U, k)
eine Karte von M.

b) Ein Atlas von M ist eine Menge von Karten {(U;,x;) : j € J}, fiir welche
Ujes Ui = M gilt. Ein Kartenwechsel ist die Abbildung kiky, : ke(U; N UL) —
Iij(Uj N Uk>

¢) Eine C™-Mannigfaltigkeit mit m € N U {oo} ist eine Mannigfaltigkeit mit C"-
Struktur, d.h. mit Karten {(U;, s;) : j € J}, fiir welche gilt

(i) UjeJ Uj=M,
(ii) fiir j,k € J ist der Kartenwechsel x;x; ' € C™(k1,(U; N Uy); R™),

(iii) die Menge {(U;, k;) : j € J} ist maximal beziiglich der Eigenschaften (i) und
(ii). Eine C'*°-Mannigfaltigkeit heifit auch glatte Mannigfaltigkeit.

d) Eine Mannigfaltigkeit M heifit geschlossen, falls sie kompakt ist und keinen Rand
besitzt.

6.3 Definition (C*°-Funktionen auf Mannigfaltigkeiten). a) Sei M eine C*°-Mannig-
faltigkeit mit Atlas {(U;, x;) : j € J}. Eine Funktion ¢: M — C heiit C*°-Funktion,
falls p o /<aj_1 € C*(k;(Uy)) fiir alle j € J gilt. Man schreibt p € C*(M).

b) Sei nun zusétzlich N eine weitere C*°-Mannigfaltigkeit mit Atlas {(V;,m;) : ¢ € I}.
Dann heiflt eine Abbildung F': M — N glatt, falls fiir jedes € M, jedes U; mit
x € U; und jedes V; mit F'(z) € V; die Abbildung

moFor 't ky(FH(Vi)NU;) = R
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unendlich oft differenzierbar ist. Man schreibt F' € C*(M, N).

6.4 Definition (Sobolevriume auf Mannigf@ltigkeiten). Sei M eine geschlossene
C*°-Mannigfaltigkeit. Sei M = U;V:1 U, eine Uberdeckung von M mit zugehorigen
Karten x;: U; — R™. Seien ¢; € C*°(M) mit supp ¢; C U; und Zjvzl @;(z) =1 auf
M.

a) Fiir s € [0,00) und 1 < p < oo definiert man den LP-Sobolevraum W7 (M) durch
W3(M):={u: M = C|(u-¢;)or;' e Ws(R") (j=1,...,N)}

mit Norm
N “1yp 1/p
lelwson = (32 N0 0 65 e

Jj=1

b) Fiir s < 0 definiert man W; (M) als den topologischen Dualraum von W,*(M)
beziiglich der dualen Paarung (u,v) — (u,v)2(ar), wobei 110 + % = 1.

Im Falle p = 2 schreibt man auch H*(M) := W3 (M) fiir s € R.

6.5 Bemerkung. Bei anderer Wahl von U; und ¢, erhélt man eine andere, aber
dquivalente Norm.

6.6 Definition und Satz (Kotangentialraum). Seien M eine C*-Mannigfaltigkeit
und a € M.

a) Falls fir f € C(M) die Gleichheit D(f o k™) (xk(a)) = 0 fiir eine Karte x gilt,
so qilt dies fiir alle Karten. In diesem Fuall sagt man, dass die Ableitung von f an
der Stelle a verschwindet.

b) Die Menge Z, aller Funktionen in C*°(M), fir welche die Ableitung an der Stelle
a verschwindet, ist ein Untervektorraum von C*(M).

c¢) Der Kotangentialraum T, M an der Stelle a ist definiert als T) M = C*(M)/Z,.
Die Ableitung einer Funktion f € C°(M) an der Stelle a ist definiert als das Bild
von [ in diesem Quotientenraum und wird mit (df ), bezeichnet. Die Ableitung (df).,
ist auch definiert, falls f € C*(U) fir eine Umgebung U von a.

Beweis. a) Sei g := fox ' und h := for! fiir zwei Karten x und 7, welche an

der Stelle a definiert sind. Dann gilt
g=fork'=forto(rort),

und somit Dg(x(a)) = Dh(r(a))(D®)(k(a)) mit & := wox . Nach Definition einer
differenzierbaren Struktur ist ® und ®~! glatt, und damit ist D®(x(a)) invertierbar.
Somit ist Dg(k(a)) = 0 genau dann, wenn Dh(7(a)) = 0.
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b) Dass Z, ein Untervektorraum ist, ist sofort klar, da die Ableitung in lokalen
Koordinaten linear ist. O]

6.7 Lemma. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und a € M.
a) Der Kotangentialraum T M ist ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.

K1
b)Seik =1 1 | : U— R" eine Karte von M mita € U. Dann ist {(dk1)a, - - -, (dkn)a}

KRn

eine Basis von Ty M. Fir f € C*(M) ist

(e =3" 205 (1(0)) - (di)e (6-1)

i=1 0z;

Beweis. In der Situation von Teil b) sei

g:=1f- Z M(H(a)) - K.

i=1 0

Zu zeigen ist, dass die Ableitung von g an der Stelle a verschwindet. Nach Satz 6.6
ist diese Eigenschaft unabhéngig von der gewihlten Karte, wir diirfen also die Karte
k wahlen. Es gilt

[D(g o ™ )](k(a))
u O(for™h)

= DU o) (e)) = 3 = (wla)) - Dl o w7 )
= D(f or ) ~ 3 2 w(aye
_ [D(for)— (a(fa‘;:_ ),...,a(faj[::_ )ﬂ(/@(a))

=0.

Beachte hierbei, dass k; o k™ !(x) = x; und damit D(k; o k7 ')(y) = ef, wobei ¢;

den i-ten Einheitsvektor des R™ bezeichnet. Somit gilt (dg), = 0, was (6-1) zeigt.
Insbesondere ist span{(dk1)a, ..., (dkp)a} = TFM.

Falls andererseits Y .- | A;i(dk;), = 0 gilt, so verschwindet die Ableitung von " | Ak,
an der Stelle a. Unter den lokalen Koordinaten k ist diese Ableitung aber gleich

(A, ..., A\n), wie die obige Rechnung zeigt. Damit folgt A\; = --- = A, = 0, d.h.
{(dk1)a, - -, (dRp)a} ist linear unabhéngig, und 7*M ist ein n-dimensionaler reeller
Vektorraum. ]
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6.8 Bemerkung. a) Statt von einer Karte s spricht man meist von lokalen Ko-
ordinaten und schreibt . Man unterscheidet dann héufig nicht mehr zwischen der
Funktion f € C°°(M) und der Darstellung fox ™! in lokalen Koordinaten. In diesem
Sinn lasst sich die Gleichheit (6-1) etwas ungenau schreiben als

b) Wir betrachten hier im Hinblick auf spétere Anwendungen nur den Kotangen-
tialraum 77 M. Der Tangentialraum 7, M kann nun definiert werden als Dualraum
von T M; es gibt aber auch direkte Definitionen von 7, M, und dann kann der
Kotangentialraum als Dualraum des Tangentialraums betrachtet werden.

6.9 Lemma (Koordinatenwechsel). Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfal-
tigkeit und a € M. Seien weiter k: U — R" und k: U — R" zwei Karten von M
mita € UNU, und sei ® := kok : K(UNU) = R" der zugehérige Kartenwechsel
(Koordinatenwechsel). Dann gilt in T M die Gleichheit

Y vildri)a =) (dF;)a
i=1 j=1
mat
y = [(D®)(R(a))]™Y.
Hierbei bezeichnet (1)~' das Inverse der transponierten Matriz.

Beweis. Wir wenden Lemma 6.7 auf x; an und erhalten

(e = 37 250 F ) ) (0

1 8:1,’]-
Eingesetzt erhalten wir
- " O(kjoRY) _
S wldn)e = 30 5 20T ) - (i)
— T J
=1 1,j=1
- Z Yj(dK;)a
j=1
mit ' = y"(D®P)(k(a)), was zu zeigen war. O

Das letzte Lemma zeigt uns, wie sich die Kotangentialrdume bei einem Kartenwech-
sel verhalten. Dies ermoglicht es, den Kotangentialraum selbst mit der Struktur einer
Mannigfaltigkeit zu versehen. Man erhilt eine glatte (2n)-dimensionale Mannigfal-
tigkeit.
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6.10 Definition und Satz (Kotangentialbiindel). a) Sei M eine glatte n-dimensionale
Mannagfaltigkeit. Dann ist das Kotangentialbiindel T* M von M definiert durch T* M =
Usens({a} x Ty M) (disjunkte Vereinigung), versehen mit folgenden Karten: Sei
k: U — R"™ eine Karte von M. Definiere dazu

Y: UxR" — U({a} xTrM), (a,y) — Zyz-(a,dm)a.

acU i=1
Dann st 1 bijektiv, und

U= (k,id) oy~ V= | J({a} x Ty M) = x(U) x R"
aclU
ist eine Karte fir T*M. Damit wird T*M zu einer glatten (2n)-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit, dem Kotangentialbiindel tiber M.

b) Seien nun k: U — R" und k: U — R" zwei Karten von M mit a € UNU, und sei
¢ =k okt der zugehdrige Kartenwechsel. Dann ist fiir die entsprechenden Karten
WU, U von T*M der Kartenwechsel gegeben durch

(Wo U ™NE 1, . Ty Tty ) = 1y ooy T Y1y - s )
r=®(T), y = [(DP)(K(a))] "7

Beweis. Die Bijektivitdt von v ist klar nach Lemma 6.7 b). Man beachte, dass
k(U) x R™ C R?" offen ist. Die Formel fiir den Kartenwechsel ergibt sich direkt aus
Lemma 6.9. Man beachte, dass ® glatt ist und somit auch der Kartenwechsel in
T*M glatt ist, d.h. man erhilt eine glatte (2n)-dimensionale Mannigfaltigkeit. [

Das Kotangentialbiindel und das analog definierte Tangentialbiindel T'M sind Bei-
spiele von Vektorbiindel iiber der Mannigfaltigkeit M. Die entscheidende Eigenschaft
ist dabei die Existenz einer (lokalen) Trivialisierung, wie sie in folgender Definition
beschrieben ist.

6.11 Definition (Vektorbiindel). Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, V'
eine weitere Mannigfaltigkeit und 7: V' — M eine stetige Abbildung. Dann heifit V'
ein (reelles) Vektorbiindel der Dimension d tiber M, falls gilt:

(i) Fiir jedes z € M ist V, := 7 '({z}) ein komplexer Vektorraum der Dimension
d. Der Raum V,, heif3t Fiber iiber z.
(ii) Es existiert eine offene Uberdeckung M = |J e Mj von M so, dass V' trivial
iber jedem M; ist, d.h. es gibt Homdomorphismen (,, Trivialisierungen®)

hy: (M) — My x R?

mit h;(V,) = {z}xR? fiir alle z € M;, wobei die induzierte Abbildung prga oh;: V, —
R? ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen ist. Hierbei ist prga: V; xRY, (z,v) — v.

© Robert Denk 4. 9. 2014



6. Pseudodifferentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten 39

Falls M eine C*°-Mannigfaltigkeit ist, so heifit das Vektorbiindel V' glatt, falls
hih "t (M 0 My) x R — (M; N My) x R?

Ersetzt man R? durch C%, so erhilt man ein komplexes Vektorbiindel.

b) Pseudodifferentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten

6.12 Satz (Koordinatentransformation). Seien pu € R, U,fj C R™ offen und p €
SH(R™), P := op(p). Es existiere ein ¢ € P(U) mit P = pP(p-), d.h. P sei lo-
kalisiert in U. Sei ®: U — U ein C>-Diffeomorphismus. Betrachte den pull-back
O*P := [P(- 0o ® )] o ® von P unter ®. Dann ist ®*P wieder ein Pseudodifferen-

tialoperator der Ordnung p, und der fihrende Term in der Asymptotik des Symbols
von ®*P ist p(P(x), (DP(x))LE).

Beweis. Wir nehmen an, dass u < —n gilt, d.h. dass die Integrale existieren; im
allgemeinen Fall muss man Oszillatorintegrale verwenden, d.h. mit einer Funktion
x € Z(R") regularisieren. Fiir B = ®*P gilt

Bu(z) = / [ (), ute () dud
- / / PO EENEY(B(), £ )u(z)| det DD(2)|d2dE,

wobei z = ®~1(y) substituiert wurde. Schreibe nun
1
d
Bl)  0z) = [ B+ tla )
o dt
1
= / DO(z+t(x — 2))dt(x — z) =: VU(x,2) - (x — 2),
0

wobei U € C®(U x U; C™™) mit U(z, z) = D®(z). Ohne Einschrinkung sei ¥(z, z)
fir alle x,z € U invertierbar (sonst verkleinere man U durch eine Partition der
Eins). Substituiere in obigem Integral n = ¥(z, 2)’¢ und erhalte

Bu(z) = // e @=Ay(D(z), [U(x, 2) " )'n)| det DB(2)| - | det U (x, 2)| " dzdn.
Somit ist B ein Pseudodifferentialoperator mit dem Doppelsymbol
q(z, &, 2") = p(@(2), [¥(z,2")71]'€) - [ det DO(2)] - | det U (2, 2")|~".
Damit erhélt man die asymptotische Entwicklung fiir das Symbol b(z, £) von B:

b(l‘,g) ~ Z D?a(xx’Q(x7§7m/)

|a=0

Fiir a = 0 ist der Term gegeben durch p(®(x), (D®(x))%E). O

r'=z’
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6.13 Definition (Pseudodifferentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten). Sei M ei-
ne geschlossene n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit. Ein Operator P: C*°(M) —
C*(M) ist ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung p € R, falls gilt:

(i) Fiir p,¢ € C°°(M) mit supp ¢ Nsuppy) = ) ist ¢P(¢)-) ein Integraloperator
mit C'*°-Kern.

(i) Seik: U — V C R™ eine Karte von M. Dann ist fiir ¢,1) € Z(U) der Operator
K«[@pP (1 )] ein Pseudodifferentialoperator in R™ der Ordnung .
Dabei ist [P (Yu)](z) = [P(¥ - (uo k))](k (z)) der push-forward von
©P(1)-) unter k.

Die Menge aller Pseudodifferentialoperatoren der Ordnung p auf M wird mit W* (M)
bezeichnet. Falls alle auftretenden Pseudodifferentialoperatoren im R klassisch sind,
heiffit auch P ein klassischer Pseudodifferentialoperator auf M; Schreibweise P €

\Ilcl(M)'

6.14 Bemerkung. a) Man kann zeigen, dass fiir einen linearen Operator A: C*(M)
C*°(M) die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) A ist ein Integraloperator mit C*°-Kern,
(ii) A: H"(M) — H*(M) ist stetig fiir alle r, s € R,
(iii) A ist Pseudodifferentialoperator der Ordnung —oo.

Falls diese Aussagen gelten, heifit A ein glattender Operator auf M.

b) Da bei Kartenwechsel nach Satz 6.12 die Klasse der Pseudodifferentialoperatoren
invariant bleibt, ist die Definition 6.13 korrekt.

6.15 Bemerkung. Sei nun P ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung p auf
M. Dann existieren folgende Darstellungen von P:

(i) Sei {¢; : 7 = 1,...,N} eine Partition von M, wobei wir annehmen konnen,
dass supp ¢; und supp ¢, entweder disjunkt sind oder in einer gemeinsamen Ko-
ordinatenumgebung liegen, d.h. im Definitionsbereich einer Karte. Dann gilt P =
Z?fk:l 0 Py, und ¢; Py, ist Integraloperator mit C'°°-Kern, falls supp ¢;Nsupp @i =
0, und k. (¢;Pyy) ist Pseudodifferentialoperator der Ordnung p auf R™, falls supp ¢;U
supp ¢ C U fiir eine Karte k: U — R" gilt.

(i) Sei M = Ujvzl U; eine offene Uberdeckung mit Karten x;: U; — R™, {p; : j =
1,...,N} eine zugehorige C'*°-Partition der Eins und ¢; € 2(U;) mit ¢; = 1 auf
supp ;. Dann gilt

Pu=3 @iP[(;+ (1 =)l = 3 ¢iP@su) + Tu,
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wobel (k;).[p; P1;] ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung p auf R” ist und T
ein glattender Operator auf M ist.

6.16 Satz. Sei M eine geschlossene C*°-Mannigfaltigkeit.

a) Sei P € WH(M). Dann besitzt P eine stetige Fortsetzung P: H*(M) — H**(M)
fiir alle s € R.

b) Seien Py € W (M), Py € U*2(M). Dann ist PPy € WHTHE2( M),

c) Sei P € WH(M) und P*: C*(M) — C*°(M) ein linearer Operator mit
(Pu,v) 2y = (u, P 0)p2ary - (u,v € C°(M)).

Dann ist P* € WH(M).

Beweis. Dies folgt mit Partition der Eins aus den jeweiligen Aussagen im R". [

6.17 Definition (Elliptische Pseudodifferentialoperatoren). a) Sei M eine C'™-
Mannigfaltigkeit, und sei {(U;, ;) : j € J} ein Atlas von M. Definiere ¢; und
Y; wie in Bemerkung 6.15 (ii) und betrachte zu P € W#(M) die Symbole p; von
(Kj)«[p; P;] € ¥H(R™). Dann heifit die Familie {p; : j € J} das (komplette) Symbol
von P.

b) Falls in der Situation von a) sogar P € W (M) gilt, so heifit die durch die Familie
{pjo : 7 = 1,...,N} der Hauptsymbole gegebene Abbildung py: T*M — C das
Hauptsymbol von P.

c) Sei nun M eine geschlossene Mannigfaltigkeit und P € Wy(M). Dann heifit P
elliptisch, falls

po(2,8) #0  ((x,€) € T"M \ {0}).

6.18 Bemerkung. Man beachte in obiger Definition, dass das Hauptsymbol eines
klassischen Pseudodifferentialoperators ) € W (R™) der fithrende homogene Teil in
der asymptotischen Entwicklung des Symbols ist. Nach Satz 6.12 ist das Hauptsym-
bol invariant unter Koordinatenwechsel auf 7%M und damit als globale Funktion
auf T*M definiert, d.h. fir {a} x > | yi(dz;), ist

a ({a} X iyi(dxi)a) = ap(z,€)  mit (z,€) == \If<{a} x iyi(dxi)a)

wohldefiniert wegen

ao(, §) = ao(2(F), DO(7)') = Go(, §)-

Die 0 in 7" M ist dabei definiert durch den Wert 0 als Element von T M fiir jedes
a € M (der sogenannte Nullschnitt in 7*M).
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7. Fredholm-Theorie fiir elliptische
Pseudodifferentialoperatoren

7.1 Worum geht’s? Elliptische Pseudodifferentialoperatoren im R™ kénnen durch
die Existenz einer Parametrix charakterisiert werden. Auf geschlossenen Mannig-
faltigkeiten gilt dies ebenso; hier hat man aber auch noch eine weitere dquivalente
Eigenschaft, ndmlich die Fredholm-Eigenschaft der H*(M)-Realisierung. Dies ist ei-
ner der Hauptsatze iiber Pseudodifferentialoperatoren und stellt einen Einstieg in
die Indextheorie dar, welche etwa im berithmten Atiyah-Singer-Indexsatz einen ih-
rer Hohepunkte findet. Hier werden nur erste Grundlagen besprochen, insbesondere
auch der Begriff des Fredholm-Operators diskutiert.

a) Fredholm-Operatoren

7.2 Bemerkung. Sei X ein K-Vektorraum und U C X ein Unterraum. Dann heif3t
ein Unterraum V' C X ein Komplement von U, falls X =U &V, d.h. UNV = {0}
und X = U + V. Ein Komplement von U existiert stets, wie man etwa mit dem
Basisergénzungssatz sieht, ist aber nicht eindeutig bestimmt.

Falls V ein Komplement zu U ist, so ist die Quotientenabbildung V' — X /U bijektiv.
Wir erhalten bijektive Abbildungen
UxX/U—-UxV =X,

wobei die letzte Abbildung durch (u,v) — u 4+ v gegeben ist.

Ebenfalls aus dem Basisergidnzungssatz sieht man, dass alle Komplemente von U
dieselbe Dimension besitzen. Man definiert

codim U := dim(X/U).

Damit gilt codimU = dim V fiir jedes Komplement V' von U.

Falls X Banachraum ist, so existiert im allgemeinen nicht zu jedem abgeschlossenen
Unterraum ein abgeschlossenes Komplement. Falls X jedoch sogar ein Hilbertraum
ist, so ist U+ stets ein abgeschlossenes Komplement zum abgeschlossenen Unterraum

U.

7.3 Lemma. Seien X,Y K-Banachrdume, und sei T € L(X,Y") mit codim R(T") <
00. Dann ist R(T') abgeschlossen.

Beweis. (i) Sei zunéchst T injektiv. Wir wéhlen eine Basis {7,,...,7,} von Y/R(T).

© Robert Denk 4. 9. 2014



7. Fredholm-Theorie fiir elliptische Pseudodifferentialoperatoren 43

Definiere
S:K'"x X =Y, (o) ~—>Tx+Zoz,-yi.
i=1
Dann ist S € L(K" x X,Y). Falls S(a, z) = 0, so folgt >, a7, = 0in Y/R(T) und

damit ay = +-- = a,, = 0. Also ist Tz = 0 und somit x = 0. Daher ist S injektiv.

Zu y € Y existieren oq,...,q, mit §y = > " oy, dhoy — >0 oy € R(T).
Damit existiert ein x € X mit S(«a,z) = y. Also ist S auch surjektiv und damit
bijektiv. Nach dem Satz vom stetigen Inversen ist S~! € L(Y, X x K"), und R(T) =
S({0} x X) abgeschlossen.

(ii) Falls T" nicht injektiv ist, so betrachte
T: X/kerT =Y, T Tx.
Da ker T = T—!(0) abgeschlossen ist, ist X/ker T ein Banachraum, und nach (i) ist

R(T) = R(T) abgeschlossen. O

7.4 Definition. Seien X, Y Banachraume.
a) Ein Operator T' € L(X,Y") heiit kompakt, falls

{Tx:||z|| <1} CY

kompakt ist.

b) Ein Operator T' € L(X,Y’) heifit Fredholm-Operator, falls dimker 7" < oo und
codim R(T") < oo gilt (und damit R(7T") abgeschlossen ist). In diesem Fall heif}t

ind7T := dimker T" — codim R(T)

der Index von T

Die Menge der kompakten bzw. Fredholm-Operatoren wird mit K (X,Y") bzw. &(X,Y)
bezeichnet. Man setzt K(X) := K(X, X) und ®(X) := &(X, X).

7.5 Lemma. Seien X,Y Banachrdume.
a) Es gilt idx € K(X) genau dann, wenn dim X < oco.

b) Die Menge K(X) ist ein zweiseitiges Ideal in L(X). Analog gilt auch fir Operato-
ren zwischen verschiedenen Banachriumen, dass die Komposition eines beschrink-
ten Operators und eines kompakten Operators wieder kompakt ist.

c) K(X,Y) ist ein Unterraum von L(X,Y"), der in der Normtopologie abgeschlossen
18t.
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Beweis. a) Falls dim X < oo, so ist B(0, 1) kompakt. Falls andererseits idx € K(X),
so existiert eine endliche Uberdeckung B(0,1) € !, B(z;,3) mit z; € X. Sei
V :=span{zy,...,z,}. Wir zeigen X = V.

Angenommen, es existiert ein z € X \ V. Dann ist d := dist(z, V) > 0, und wir
kénnen ein y € V mit d < ||z — y|| < 2d wiihlen. Setzt man z := € B(O 1), s

||x y||
existiert ein z; mit ||z; — z|| < 3. Wir schreiben

r=y+lr—ylz=y+llz —yllw: + [z =yl (z = ).

Da die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite beide in V' liegen, gilt nach
Definition von d die Ungleichung

le =yl - llz — il = d,

d.h. ||z —y|| > lz—;‘lxill > 2d im Widerspruch zur Wahl von y. Also gilt X =V und
damit ist X end{ich—dimensional.

b) folgt sofort aus der Definition, da stetige Operatoren beschrinkte Mengen auf
beschrinkte Mengen abbilden.

¢) Man sieht leicht, dass K(X,Y) C L(X,Y) ein Unterraum ist, d.h. es ist nur die
Abgeschlossenheit zu zeigen.

1)) fiir
1

Offensichtlich ist ein Operator S genau dann kompakt, falls die Menge S(B(0,
B(0,1)) C

jedes € > 0 ein e-Netz besitzt, d.h. eine endliche Menge (Sx;);=;
Ui, B(Sz;,¢).

Seinun T € K(X,Y). Zue > 0 wihle S € K(X,Y) mit ||T—S|| < £. Da S kompakt
ist, existiert ein £-Netz (Sx;)i—1,.» fiir die Menge S(B(0,1)). Fiir z € B(0,1) und
geeignetes i € {1, 1 .,n} gilt dann

.....

[Tz = Tal| < (T = )|l + [|Sz = Swl| + (T = )zl <e.

Also gilt T(B(0,1)) € U;_, B(T'z;,¢), und T ist ebenfalls kompakt. O

Die folgenden Sétze werden nur fiir den Hilbertraum-Fall formuliert und bewiesen,
gelten aber auch fiir Banachrdaume. Die Beweise fiir Banachraume sind &hnlich, aber
technisch aufwéndiger. Dies liegt insbesondere daran, dass die Existenz abgeschlos-
sener komplementédrer Unterrdume in Banachrdumen nicht gesichert ist, wihrend
man bei Hilbertrdumen stets das orthogonale Komplement wéhlen kann.

7.6 Satz. Sei X ein Hilbertraum. Dann ist ®(X) C L(X) offen, und Ind: ®(X) —
7 ist lokal konstant und damit konstant auf jeder Zusammenhangskomponente. Ins-
besondere ist die Abbildung IndoF': [0, 1] — Z fir jede stetige Abbildung F': [0, 1] —
O(X) konstant.
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Beweis. Sei T' € ®(X). Definiere
N := (ker T)*, M := R(T)".
Dann gilt dim M < oo. Definiere Y := N @ M und betrachte die Abbildung
o: L(X) — L(Y, X), S+ ¢(S) mit ¢(S)(n,m) :=Sn+m (ne N, me M,S e L(X)).

Dann gilt [|o(S) — o(T)|| = [|S = T|| (S € L(X)), und (T') ist bijektiv (vergleiche
Bemerkung 7.2). Also (Neumann-Reihe!) existiert ein ¢ > 0 so, dass fiir alle T' €
L(X) mit ||T — T < e die Abbildung ¢(T') € L(Y, X) bijektiv ist.
Sei nun 7' € L(X) mit |7 — T|| < . Dann gilt

p(T)(N x{0}) = T(N),

p(T)({0} x M) = M,

und wegen der Bijektivitat von ¢(7T) folgt somit

T(N)® M = X. (7-1)

Andererseits ist 7|y injektiv, da o(T) injektiv ist, d.h. es gilt ker 7 N N = {0}.
Somit existiert eine direkte Zerlegung

kerTON@OW =X (7-2)

mit einem Unterraum W C X (man kann etwa W := (ker T & N)* wiihlen). Insbe-
sondere gilt B
dimker 7'+ dim W = dimker T" < oo. (7-3)

Fiir U := R(T)* erhalten wir aus (7-1) die Gleichheit
RT)®U =X =T(N)&® M.
Anderseits ist T|ey nach (7-2) injektiv, d.h.
R(T)=T(W & N)=T(W)a&T(N).
Somit ist
codim R(T) = dim U = dim M — dim T(W) = dim M — dim W,
letzteres gilt, weil Ty : W — T(W) eine Bijektion ist. Wir erhalten

codim R(T') = codim R(T) — dim W < oc.

Somit ist 7 € ®(X), und aus der letzten Gleichheit und (7-3) folgt Ind 7' = Ind 7',
[l
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7.7 Satz (Satz von Schauder). Seien X,Y Hilbertrdume und T' € L(X,Y") kompakt.
Dann ist auch der adjungierte Operator T* € L(Y, X) kompakt.

Beweis. Sei (yYn)neny C Y eine beschriankte Folge. Dann definiert x,, := T*y,, ei-
ne beschrénkte Folge in X, also existiert eine konvergente Teilfolge (T'xy,);en von
(T'zp)nen- Somit folgt

Hxnj - xnk||2 = <T*ynj - T*ynmxn]’ - xnk>X = <y”j - ynkJT‘rnj - Txnk>Y —0

fiir j,k — o0, da (yn,)jen C Y beschrankt ist. Also ist (2n,)jen = (1™ ¥Yn,)jen eine
konvergente Teilfolge. O

7.8 Satz (Fredholm-Alternative). Sei X Hilbertraum und T € K(X). Dann ist
1 -T € &(X) mit Ind(1 —T) = 0. Insbesondere gilt eine der beiden Alternativen:

(i) 1 =T ist bijektiv.

(i1) 1 —T ist nicht injektiv.

Somit hat die Gleichung (1 — T)u = f genau dann fir alle f € X eine eindeutige
Losung u, falls die homogene Gleichung (1 —T)u = 0 nur die triviale Losung besitzt.

Beweis. Der Operator idx |ker(1—7) = T|kera—7) ist kompakt, also gilt dimker(1 —
T) < oo nach Lemma 7.5 b). Nach dem Satz von Schauder ist 7% € K(X), und
damit

codim R(1 — T) = dim R(1 — T)* = dimker(1 — T*) < oo.

Alsoist 1 =T € ®(X).
Die Abbildung F': [0,1] — ®(X), A — 1 — AT, ist stetig. Nach Satz 7.6 folgt

Ind(1 — T) = Ind F(1) = Ind F(0) = Ind(idy) = 0.

7.9 Satz. Seien X,Y Hilbertriume und T € L(X,Y). Dann sind dquivalent:

(i) T ist Fredholm-Operator.

(ii) FEs existiert ein Regularisator S von T, d.h. ein S € L(Y,X) mit idx —ST €
K(X) und idy —TS € K(Y).
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Beweis. (i)=(ii). Sei T" € ®(X,Y). Da T|werr — R(T) bijektiv ist, kann man
S e L(Y, X) durch

0, auf R(T)+

definieren. Dann ist idxy —ST' die orthogonale Projektion auf ker 7" und idy —7'S die
orthogonale Projektion auf R(T')*. Nach Voraussetzung haben beide Projektionen
endlich-dimensionalen Wertebereich und sind somit kompakt.

(ii)=(i). Sei K, := idy —T'S € K(Y). Nach Satz 7.8 ist T'S = idy —K, € ®(Y).
Wegen R(T) D R(T'S) = R(idy —K) ist

S = {(T|(kerT)l)17 auf R(T),

codim R(T) < codim(idy —K;) < oo.
Analog gilt fiir Ky :=idx —ST die Ungleichung
dimker 7" < dim ker(S7T') = dim ker(idx —K3) < oo.

Somit ist T' € ¢(X,Y). O

b) Der Hauptsatz fiir elliptische
Pseudodifferentialoperatoren

Zunéchst zitieren wir zwei Ergebnisse, die sich direkt durch Lokalisierung aus den
entsprechenden Ergebnissen im R" iibertragen lassen. Im folgenden sei stets M eine
geschlossene glatte Mannigfaltigkeit.

7.10 Satz. a) (Rellich-Kondrachov)Fiir s1,se € R mit s; < sy ist die Einbettung
H*>(M) — H* (M) kompakt.

b) Sei p > 0. Falls P € V(M) elliptisch ist, so besitzt P eine Parametriz @), d.h.
ein @ € U (M) mit 1 — PQ € W~*(M) und 1 — QP € U=>°(M).

7.11 Satz (Notwendigkeit der Elliptizitét). Sei P € W4 (M) mit p > 0. Es gelte
die a priori-Abschdtzung

[ullzeany < CUIPull2n + lull2an) - (uw € HH(M))

mit einer Konstante C' > 0. Dann ist P elliptisch.

Beweis. (1) Lokalisierung: Sei (a, f) € T*M \ {0} und sei k: U — k(U) eine Karte
von M mit a € U. Sei ¥ die zu k gehorige Karte von T*M, und sei ¢ € Z(U) mit
¢ = 1 in einer Umgebung U’ von a. Sei ferner ¢ € Z(U) mit ¢ = 1 auf supp .
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Das Hauptsymbol py von P ist gegeben durch py(a, f) = qo(z, &) mit (z, &) = ¥(a, f),
wobei ¢q das Hauptsymbol von @ := k. (1 Pyp) ist.

Die a priori-Abschéitzung gilt insbesondere fiir u € Z(U’). Fiir diese u gilt pu = u
und ||| gsary = [Juok ™| gs(rny (vergleiche Definition 6.4). Schreibe Pu = 1) Pu-+(1—
V) Ppu. Wegen (1 —1))Pyp € U=°(M) erhalten wir fiir v := uwox ™" die Abschiitzung

[Vl £z (ary = 1w 0 K7 gy = [l reany
< C(IPullzaqary + llullz2an)
< O(llWPull2any + (1 = ) Poull 2y + [ull2a))
< C([[(Pyu) o 7 p2ny + [luo &7 r2@n))
= C(|1Qullzz2@n) + V]l z2rm)) -
Diese a priori-Abschétzung gilt fiir alle v € Z(R™) mit suppv C x(U’).

(ii) Abschitzung der einzelnen Terme: Sei (x¢,&) € k(U’) x R"™. Definiere v(z) :=
O(x) exp(itaéy) mit 0 € Z(k(U")), ||0]|L2(rn) = 1 und einem groBen Parameter 7 > 0.

Wir wenden die a priori-Abschéitzung auf v an und schéitzen die einzelnen Terme
ab.

(a) Sei (D) = .Z1(¢).7 und Myu := 6 - u. Dann ist (D)* € W (R™), M, € ¥ (R™)
und damit (D)*M, € U4 (R™) mit Doppelsymbol

a(z,§, ', §') = (§)"0(z").

Das zugehorige Linkssymbol besitzt nach Satz 4.7 die asymptotische Entwicklung
- Ly
— 92" D20
)~ 3 D)

Unter Verwendung von Folgerung 3.11 erhélt man

(DY*v(x) = (DY Mge'™ = [op(ar)e™|(z) = ar(z, 7&)e ™",
Da (D) das Hauptsymbol || besitzt, ist das Hauptsymbol von op(ar) gegeben durch
[§1#0().
(b) Es gilt

oy = (D olley = s m0)e™ L2 qany
= C(I7&|"10]l 2@ny + O(7"71))

fiir 7 — oo, da ar(z,7&) — apo(z, 7&) = O(7#71) fiir 7 — oo,
(c) Dieselbe Rechnung wie in Teil (a) mit @ anstelle von (D) zeigt

Qu = [QMge”&)'} (z) = qo(z, 760)0(z) + O(T* 1) (1 — o0).
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Damit erhalten wir fiir die L>-Norm die Abschitzung
QI 2@y = llgo(, €0)0() [l L2emy™ + O(T*71) (T — o0).

(iii) Beweis durch Widerspruch fir 7 — oo: Sei € > 0. Angenommen, es gilt
qo(0, &) = 0. Dann folgt

llao (-, &)0C)l2@ny < sup |qo(z, o) - [10] L2 rm)

xEsupp

= sup ‘q()(ﬂi,fo) - %(950750)‘ <g,

z€supp 0

falls supp 0 hinreichend klein mit =y € supp 6 gewihlt wird. Nach (c) folgt
Q|| L2rny < e + o™ (1 — 00).

Verwendet man nun ||v||,2gn) = 1 und die Abschétzungen aus (b) und (c), so erhalt
man aus der a priori-Abschétzung

THEo| < C’(sT“ + O(T“_l)) (1 — 00),

was fiir hinreichend kleines € zu einem Widerspruch fiihrt. O

7.12 Satz (Hauptsatz iiber elliptische Pseudodifferentialoperatoren). Sei M ge-
schlossene glatte Mannigfaltigkeit und P € W' (M) mit p > 0. Dann sind dquivalent:

(i) P ust elliptisch.
(ii) P besitzt eine Parametriz.

(iii) Durch P wird fiir alle s € R ein Fredholm-Operator P € ®(H*(M), H>"*(M))
definiert.

(iv) Fir jedes s € R gilt die a priori-Abschitzung

Hs(M) < Cs(||PU|

Jul Hs—n(ar) T [[u] HS*M(M)) (ue H*(M)).

(v) Bs gilt |[ullguny < CulllPull 2y + lullzzn) (u € HH(M)).

Beweis. (i)=-(ii). Satz 7.10 b).

(ii)=(iii). Sei 1 — QP € V=>°(M). Da T € L(H*(M), H*"'(M)) und da die Ein-
bettung H*™ (M) < H*(M) nach dem Satz von Rellich-Kondrachov kompakt ist,
folgt T € K(H*(M)). Genauso folgt 1 — PQ € K(H* *(M)). Nach Satz 7.9 ist
P e ®(H(M),H*"(M)).
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(iii)=(iv). Zu s € R betrachte P € ®(H*(M), H*~*(M)). Da der Wertebereich
R(P) abgeschlossen ist, ist

P = P‘(kerP)J-: ((keI‘P)J‘7 || ’ |

Hs(M)) - (R(P)7 | - ||HS-“(M))

eine Bijektion zwischen Hilbertrdumen und besitzt daher ein stetiges Inverses P

Sei S die orthogonale Projektion in H*(M) auf ker P. Als endlich-dimensionaler Un-
terraum ist ker P C H*7#*(M) abgeschlossen, d.h. S ist sowohl als orthogonale Pro-
jektion in H*(M) als auch als Operator in L(H* #(M)) stetig. Wegen dim ker P < oo
sind die Normen || - || grs(ar) und || - || gs—n(ar) auf ker P dquivalent. Wir erhalten

weny + [P7HP(L = S)ul|eany
< CllSullps-nan + 1P - 1P(L = S)ullpro-nan)
< (|l s-nary + || Pul

[l ary < [[Sul

Ho—n (1))

wobei P(1 — S)u = Pu verwendet wurde.

(iv)=-(v). Trivial.

(v)=(i). Satz 7.11. O

c) Randwertprobleme: Ein kurzer Ausblick

Im folgenden sei G C R"™ ein beschrianktes Gebiet mit C'*°-Rand 0G. Gegeben sei
ein Differentialoperator

Az, D) = Z ao () D

|| <2m
mit glatten Koeffizienten a, € C=(G), und Randoperatoren
Bj(x,D) = Y big()yD’
|8]<m;
mit Koeffizienten b;s € C*(0G). Hier ist vy: u — u|s der Spuroperator.
Wir betrachten das Randwertproblem

A(z,D)u=f inG,
Bi(z,D)u=g; (j=1,...,m) auf 0G.

Man sieht leicht, dass der Operator

(A, B): H*(G) — H*2™(G) x ﬁ H*™73(9G)

j=1
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fir alle s € R stetig ist. Beachte, dass H*(0G) als Sobolevraum einer geschlossenen
glatten Mannigfaltigkeit definiert ist.

Das Randwertproblem (A, B) heifit elliptisch, falls A proper elliptisch ist und die
Lopatinskii-Shapiro-Bedingung erfiillt ist, d.h. die zugehorige gewthnliche Differen-
tialgleichung fiir jedes & # 0 eindeutig losbar ist. Wie im zweiten Teil der Vorle-
sung (fiir den parameter-elliptischen Fall) gezeigt wurde, existiert eine Fundamen-
tallosung der gewohnlichen Differentialgleichung der Form wy(x,) = wi(2', &, z,).
Wir definieren den zugehorigen Pseudodifferentialoperator Py mit Hilfe einer Aus-
schneidefunktion y, d.h. einer Funktion y € C*(R™!) mit x(¢') = 0 fiir |¢'] < 1
und x(¢') =1 fiir |€’| > 2. Definiere fiir £ = 1,...,m den Operator

Pog(z) = (F') "X (€ )wi(a’, €' 2a) (Fg) (&),

7.13 Definition. a) Sei p € C*°(R’} x R""!) mit
[DEDE p(a, )| < Capr (€)1 exp(—Clap (€ ))
(zeRL ¢eR" L aeNg, B eNy).

Dann heiBt P: /(R" ') — C®(R%), g — (F') 'p(x,&)(F'g)(€) ein Poisson-
Operator von Ordnung p in R7.

b) Ein Operator P: C*(0G) — C*°(G) heifit Poisson-Operator in G, falls P lokal
Poisson-Operator in R? ist.

Die explizite Darstellung der Losung gewohnlicher Differentialgleichungen erlaubt
eine Abschitzung der Fundamentallosung wy (2, £, z,,). Damit kann man folgenden
Satz beweisen:

7.14 Satz. Das Randwertproblem (A, B) sei elliptisch. Dann gilt firk,7 =1,...,m:

a) Der oben definierte Operator Py ist Poisson-Operator der Ordnung —my — 1 in

G.
b) Der Operator APy ist Poisson-Operator der Ordnung 2m —my, — 1 in G.

c¢) Der Operator B; P, — 0,1 ist Pseudodifferentialoperator der Ordnung m;—my —1
im R

7.15 Bemerkung (Boutet de Monvel-Kalkiil). a) Sei (A, B) elliptisch. Sei R €

2" (R") eine Parametrix zu A(z, D) im R", und sei Ry := (REyf)|g:, wobei Ey
die Fortsetzung von f € L*(R™) auf R" durch 0 ist.
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Definiere
f /
g1 g1 i
R | =@+GC,P,....0) . | = R1f+ZPk(gk_BkR1f)7
' ‘ k=1
9m 9Im

wobei P die oben definierten Poisson-Operatoren sind und
Gy=-)Y PBR
k=1
gesetzt wurde. Dann gilt bis auf Operatoren niedrigerer Ordnung AR, f = f, AP, =
0 und BJPk = Ojk, d.h.
A
By
(Ri + Gy, Pr,...,Py) = Ihy1 + Operatoren der Ordnung -1 .
B,
. : : A
Also ist R eine Parametrix (erster Ordnung) zu 5

b) Dies ist ein Spezialfall des Boutet de Monvel-Kalkiils, bei welchem allgemein

Matrizen der Form
A+G P
T S

betrachtet werden. Dabei sind

e A Pseudodifferentialoperator in G,

e (& ein sogenannter singuldrer Green-Operator in G,

e P ein Poisson-Operator in G (d.h. ein Operator von 0G auf G),

e T ein Rand- oder Spuroperator (d.h. ein Operator von G auf 0G),

e S ein Pseudodifferentialoperator auf 0G.

Ein Beispiel fiir S ist der zur Lopatinskii-Matrix gehorige Operator. Die Theorie des

Boutet de Monvel-Kalkiils zeigt, dass bei geeigneter Definition der entsprechenden
A+G P

Operatorklassen jedes elliptische System ( T g

) eine Parametrix besitzt.

Die oben definierte Parametrix stellt den wesentlichen Schritt dar, um folgenden
Satz zu beweisen:
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7.16 Satz (Hauptsatz iiber elliptische Randwertprobleme). Sei (A, B) ein Rand-
wertproblem in G. Dann sind dquivalent:

(i) (A, B) ist elliptisch.

(ii) (A, B) besitzt eine Parametriz.

(iii) (A, B): H*™(G) — L*(G) x [[}", H*™~3(0G) ist Fredholm.
(iv) FEs gilt die a priori-Abschdtzung

lull ey < O ([l Aullziy + 1Bl ym-ms-4 oy + 1l 226
j=1
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