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Aufgabe 17 (8 Punkte). Sei E ein unendlich-dimensionaler Banachraum. Zeigen Sie, dass der
Abschluss der Einheitssphäre {x ∈ E : ‖x‖ = 1} in der schwachen Topologie die Einheitskugel
{x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} ist.

Hinweis: a) Eine Umgebungsbasis von x ∈ E in der schwachen Topologie ist gegeben durch alle
Mengen der Form

U(f1, . . . , fn, ε) := {y ∈ E : |fi(x)− fi(y)| < ε (i = 1, . . . , n)}

mit f1, . . . , fn ∈ E′, ε > 0, n ∈ N.
b) Betrachten Sie x + λz mit z ∈ H :=

⋂n
i=1 ker fi für f1, . . . , fn ∈ E′. Zeigen Sie, dass dim E/H < ∞

und damit dim H = ∞ (und insbesondere H 6= {0}) gilt.

Aufgabe 18. Sei E ein Hilbertraum. Es bezeichne Ew bzw. En den Raum E versehen mit der
schwachen bzw. der Normtopologie. Zeigen Sie, dass ein linearer Operator T : Ew → En genau
dann stetig ist, wenn R(T ) endlich-dimensional ist.

Hinweis: Beachten Sie Hinweis b) von Aufgabe 17 mit x = 0.

Aufgabe 19 (Multiplikationsoperatoren, Teil 1). Sei E = L2([0, 1]) und T ∈ L(E) defi-
niert durch Tf(t) := t · f(t). Bestimmen Sie ρ(T ), σp(T ), σc(T ) und σr(T ).

Aufgabe 20 (Multiplikationsoperatoren, Teil 2). Sei E = C([0, 1]), φ ∈ E und T ∈ L(E)
definiert durch Tf(t) := φ(t) · f(t). Bestimmen Sie σp(T ) und zeigen Sie, dass alle Eigenwerte
von T unendliche Vielfachheit haben (d.h. es gilt dim ker(T − λ) = ∞ für λ ∈ σp(T )).

Abgabetermin: Dienstag, 15. 6. 2004, vor der Vorlesung.


