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Aufgabe 25 (2 Punkte). Seien E ein C-Banachraum und A, B ∈ L(E). Zeigen Sie:
a) Falls 1− AB invertierbar ist, so ist 1 + B(1− AB)−1A das Inverse von 1−BA.
b) σ(AB) = σ(BA).

Aufgabe 26. Seien E, F Banachräume und A ∈ L(E, F ). Zeigen Sie, dass R(A) genau dann
abgeschlossen ist, wenn es ein C > 0 gibt mit

‖Ax‖ ≥ C dist(x, ker A) (x ∈ E).

(Betrachten Sie E/ ker A.)

Aufgabe 27. Seien E, F Banachräume und A ∈ L(E, F ). Zeigen Sie:
a) Falls es einen abgeschlossenen komplementären Unterraum M ⊂ E zu R(A) gibt, ist R(A)
abgeschlossen.
b) Falls codim R(A) < ∞, ist R(A) abgeschlossen.

Hinweis zu a): Betrachten Sie A0 : E ⊕M → F, (x, y0) 7→ Ax + y0.

Aufgabe 28 (6 Punkte). Sei E ein C-Hilbertraum. Definiere für A ∈ L(E) die Bezeichnung

A ≥ 0 :⇐⇒ A = A∗, 〈x, Ax〉 ≥ 0 (x ∈ E).

a) Seien A, B ∈ L(E) mit A = A∗, B ≥ 0 und AB = BA. Zeigen Sie A2B = BA2 ≥ 0.
b) Seien A, B ∈ L(E) mit A ≥ 0, B ≥ 0 und AB = BA. Zeigen Sie AB ≥ 0.

Hinweis zu b): Man kann ‖A‖ = 1 annehmen. Betrachten Sie die Folge An mit A1 := A und
An+1 := An −A2

n und zeigen Sie 0 ≤ An ≤ 1 für alle n ∈ N und

n∑
k=1

A2
k → A (n →∞)

in der starken Operatortopologie.

Abgabetermin: Donnerstag, 1. 7. 2004, vor der Vorlesung.


